BOLUM 17. COK KATLI INTEGRALLER

yogunlugu p (x,y) olan bir B bolgesinin z ve y eksenlerine gore eylem-

sizlik momentlerinin sirasiyla

I = / y'p(z,y)dA, I, = / 2’p (z,y) dA
B B
formiilleri ile verildigi gosterilebilir. Benzer sekilde B nin O (0, 0) nok-

tasina gore eylemsizlik momenti

Ip = / (* + %) p(x,y) dA
B
dir.

Ornek 17.5.3 (z,y) noktasindaki yogunlugu p (x,y) = ky ile verilen
22 +y? < a? ve 0 < y esitsizlikleri ile sinarlandirilms yarim cember
bicimindek: kitlenin I, I, Io eylemsizlik momentlerini bulunuz. Bu-

rada 0 < k ve 0 < a gercel sayilardur.

Coziim: Sekil 17.5.2 de bu kiitlenin sekli gériinmektedir.

T a 5 ™ 4 5
I, = / ky? dA:/ / krtsin® 0 dr df = ki/ sin® 0 dp — e
B o Jo 5 Jo 15
5 ™ a 5
I, = / kyz? dA = 2ka / / k (rsin®) (rcos0)r dr d = 2ka
_ 4ka®  2ka®  3kd®

Io

15 + 15 5

dir. m

17.6 UZAYDA BIR BOLGE
UZERINDEN INTEGRALLER

xyz-koordinatlar: ile donatilmig 3-boyutlu uzaym bir U alt kiimesi

kapali bir dikdortgenler prizmasinin alt kiimesi ise U ya sinirlidir denir.
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U smurh bir kiime ve R = [a, b] X [¢, d] X [p, q] dikdértgenler prizmasinin
alt kiimesi olsun. [a,b] nin bir parcalamigt P, : a = 29 < 71 < ... <
Tn, = b, [¢,d] nin bir parcalanigt Py : c = yo < Y1 < ... < Yy = d Ve
[p, q] nun bir parcalanigt Ps : p = zp < 21 < ... < z; = ¢ olduguna goére

t1=1,..,n,7=1,..m, k=1,.,t icin
Rir= [ZBi—l,ZEi] X [yj—layj] X [Zk—lazk]

seklindeki dikdortgenler prizmalarinin toplulugu U yu tamamen orter.
Bu prizmalarin topluluguna U yu orten bir prizmalar agi diyecegiz.
P kiimesi U yu orten bir prizmalar ag1 ise P nin U i¢inde kalan priz-
malarinin toplulugunu [ (P, U) ile gésterelim. [ (P,U) ya U nun bir ig
parcgalanigi ve P nin iginde bulunan prizmalarin kégegen uzunluk-
larinin en biiytligiine bu pargalanigin normu diyelim. P nin normunu

|P|| ile gosterecegiz.

Tanim 17.6.1 f (z,y, z), dizlemin simrl bir U alt kiimesi tzerinde
tanimia bir fonksiyon ve P kimesi U yu orten bir prizmalar agr olsun.
I(P,B) =A{R;:i=1,....k} olsun. i = 1,..,k i¢in (a;, b;,¢;), R; nin
herhangi bir noktas: ve R; nin hacmi AV; olduguna gore

k

Z f (ai, b;, Ci) AV;

i=1
seklindeki bir toplama f nin P parcalanisina karsilik gelen bir Rie-

mann toplama denir. Eger I (P, B) bos ise bu toplam 0 olarak

tanamlanar.
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Bu tanimin daha once iki degigkenli fonksiyonlar igin verilen Rie-
mann toplaminin tanimina tamamen benzedigini okuyucu kolayca
gorecektir. Tamimda sadece 2 boyuttan 3 boyuta gecebilmek igin
gerekli uyarlamalar yapilmigtir. Okuyucu daha yiiksek boyutlarda ver-
ilen bir sinirh kiime tizerinde tanimh bir fonksiyonun bu boélge iizerinde
Riemann toplamimi tanmmlamakta zorluk cekmeyecektir. Asagidaki

tanim da bu benzerligi izlemektedir.

Tanim 17.6.2 f (z,y,2), uzaymn sirl bir U alt kiimesi tzerinde
tanamly bir fonksiyon ve L bir gercel sayr olsun. Verilen her ¢ > 0
saysina karsihk oyle bir 6 > 0 sayst bulunabilsin ki , S sayst f
nin 1 (P,U) i¢ parcalamsina karsilik gelen bir Riemann toplami ve
|P|| < 0 ise |S — L| < ¢ olsun. Bu durumda L ye f nin B tzerinde

u¢ katly integrali denir ve L yerine

/deV

yazlr. Eger f nin U uzerinden integrali varsa f ye U tuzerinde in-

tegrallenebilir denir.

Integrallenebilir fonksiyonlar icin Teorem 17.1.1 de verilen tiim
ozellikler uzayda verilen kiimeler iizerinden alinan integrallar i¢in de

gecerlidir.

Teorem 17.6.1 B bolgesi, xyz- uzayinda, herhangi bir koordinat
diizlemi uzerinde daha once sozi edilen bolge turlerinden biri ve bu
koordinat diizlemine dik koordinat ekseni w olsun. hy ve hy fonksiy-

onlar, B bolgesi tizerinde taniml, ve B de bulunan her q noktas:
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icin hy (q) < ha(q) kosulunu saglayan iki sirekli fonksiyon olsun. U
kiimesi p = (z,y,2) € U noktasinda w = 0 koyularak elde edilen
q noktast B bélgesine ait olan ve p = (x,y,z) nin w koordinatinin
hi(q) < w < hy(q) kosulunu sagladige tim noktalarin kiimesi olsun.

f(z,y,z) fonksiyonu U da tanvmly ve siirekli ise

[av=] ( Lffjf’ Fleg2) dw) i

Bundan boyle Teoremde sozii edilen tirde U kiimelerine uzayda

dar.

bir bolge diyecegiz.

Ornek 17.6.1 U bolgesi 22 = 22 + y* konisinin xy-dizleminin
tstinde kalan kisma ile 2% + y? + 2° = 8 kiiresi arasinda kalan bélge

olduguna gore J = fU 2z dV integralini hesaplayiniz.

Sekil 17.6.1

Cozum: Sekil 17.6.3 de a = 2 alarak goriilecegi gibi U bolgesini be-

lirleyen egitsizlikler
2<r<2, —Vi-a2<y<V4—2a2?, \/x2+y2§z§ V8 — a2 —y?
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dir. zy-dizleminde B bolgesi ilk iki esitsizligin belirledigi bolge ise o

8— :(:z—y
J = /2de // 2z dz dy dx
2+y

\/8—x2—92
= / ‘my dy dx

- /(8—2x —2y2) dy dx
B

elde edilir. B bolgesi kutupsal koordinatlar cinsinden 0 < 6 < 27 ve

zamarn

0 < r < 2 esitsizlikleri ile ifade edilebilir. B bolgesinde 22 + y? = r?
oldugu dikkate alinarak

2m 2
:/ / (8—27“2) r dr df
0 0
2 1 2
o 2 L4
V = /0 (47’ 27°)

df
= 80|77 = 16

bulunur. Buradan

0

elde edilir. m

Ornek 17.6.2 U bolgesini  belirleyen  esitsizlikler 0 <z, 0 <y,
0<2z<6—-2x—3y olduguna gore bu  bolge  uzerinden
J = [, 2z + 3y +2z) dV integralini hesaplayiniz.

Cozim: U bolgesini belirleyen ve fU (2x 4+ 3y + 2z) dV integralini
ardigik integrale gevirmekte kullanilacak olan esitsizlikler, Sekil 17.6.1
den de agikca goriilecegi gibi

2z
0<z<3 0<y<2—? 0<2<6—2x—3y
dir.
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Sekil 17.6.2

3 p2-2 +6-22—3y
J = // / (2x + 3y + 2z) dz dy dx
o Jo 0

3 p2-2
= / / ’ (222 + 3yz + 2°) ‘g_h_?’y dy dx
o Jo

3 p2-2
= // (36 — 12z — 18y) dy dx
0o Jo
3

= 36y — 12zy — 9y? 25 s
( 0
0

(3—a)*[

3
_ /4(3—1«)2 dz = —4 — 36
0

elde edilir. m

17.7 HACIMLAR

Uzayin bir U bolgesi icin fUl dV integrali U nun hacmini verir.

Bunu gormek i¢in U uzaymn simirli bir bolgesi ise U nun P gibi her
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i¢ parcalaniginin U yu giderek daha iyi temsil ettigine dikkat edelim.
Dolayisiyla I (P, B) den gegen prizmalarin hacimleri toplami P nin
normu kiiciildiikge U nun hacmina yaklasir. Fakat bu toplam boyle
bir parcalanig i¢in U tizerinde tanmimh f = 1 stirekli fonksiyonunun
Riemann toplamudir. Bu nedenle [ 1 dV = [, dV integrali U nun
hacmini verir. Bundan faydalanarak bir takim kati cisimlerin hacmini

hesaplayalim.
Ornek 17.7.1 Yaricapr a > 0 olan kirenin hacminy bulunuz.

Coziim: Yarigapt a olan ve merkezi (0,0,0) da olan bir kiire ele
alalim. Kiirenin sadece xy-diizlemi tizerinde kalan kismini diigiinmemiz
yeterli olacaktir. Bu bolgeye U diyecek olursak U bolgesini belirleyen

esitsizlikler

—a<z<a, —Va?-22<y<va*—122,0<z2<Va®— 22—y

olur. xy-diizlemi tizerinde —a < x < a , —va? — 2> < y < Va? — x?
esitsizlikleri ile belirlenen B bolgesinin kutupsal koordinatlar cinsinden
0 <0 <2mve 0 <r < a egitsizlikleri ile ifade edilebilecegi dikkate

aliarak kiirenin hacminin yarisi olarak

[a2 —z2—y2
J = /1dV:// 1dzdydx:/\/a2—x2—y2dydz
U BJo B

27 a 27 a
1 .

— Va2 drdd= | /(a2 —r2)?| do
/0 /07" a? —r? dr /0 3 (a r)o
1, 7 2m

— 3 =2
37, T 3"

bulunur. Buradan kiirenin hacrm V = 4%@3 elde edilir. m
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17.8 UC KATLI INTEGRALLERDE
SILINDIRIK VE KURESEL KO-
ORDINATLAR

Iki kath integrallerde verilen bir bolgenin kutupsal koordinatlarla
ifadesinin daha uygun olmasi durumunda, dik koordinatlardan ku-
tupsal koordinatlara gecerek integralin hesabinin nasil yapilacagini
gordiik. Benzer sekilde uzayda verilen bir bélgenin silindirik veya kiire-
sel koordinatlarla ifadesinin daha uygun olmasi durumunda tg¢ kath

integralin nasil hesaplanabilecegini gorelim.

z| .

o I Loy

] | —
XA AG.(8 ! |
5\ g,( .)

x |
9,5()
Sekil 17.8.1
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Bu amagla uzayda silindirik koordinatlar cinsinden Sekil 17.8.1 de

goriildigi gibi
a<O0<p,00)<r<gy(0),hi(r,0) <z<hy(rd) (17.8.1)

esitsizlikleri ile verilen bir U uzay bolgesini ele alalim. U bolgesinde
stirekli her f (x,y,z) fonksiyonu ic¢in [, f dV integralinin var oldugu

ve

B rg200) pha(r)
/ fdv = / / / f(rcos@,rsind, z) rdz dr df (17.8.2)
U o Jauw) Jn

1(r,0)

oldugu kanitlanabilir.

Benzer gekilde uzayda kiiresel koordinatlar cinsinden
a<p<b,A<O0<p,a<¢p<p (17.8.3)

esitsizlikleri ile verilen bir U (Sekil 17.8.2) uzay bolgesinde siirekli her

f (z,y, z) fonksiyonu i¢in [, f dV integralinin var oldugu ve

worB b
/de:/ / /f(psin¢cos€,psin¢sin9,pcos¢)p2singbdpdé’dgb
U A « a
(17.8.4)

oldugu kanitlanabilir.
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Sekil 17.8.2

Ornek 17.8.1 xy-diuzleminde yaricapr a ve merkezi (0,%) de olan

cember ile sinirlanan bolge B olduguna gore, uzayda B nin stinde
ve z = y/x2 4+ y? koni ylzeyinin altinda kalan bolge U olsun. U da
f(x,y,2) = 2* olarak tanamlanan fonksiyon icin [, f dV integralini

hesaplayiniz.

Coziim: Sekil 17.8.3 den de goriilecegi gibi B bolgesi silindirik koor-

dinatlar cinsinden
0<0<7m,0<r<2asinf ,0<z<r

seklinde ifade edilir.
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A, z=r YA o<o<n
r=2asing

Sekil 17.8.3

Dolayisiyla

T 2asin 0 r
/de:/ / / f(rcos@,rsind, z) r dz dr df
U o Jo 0
T 2a sin 0 r T 2asin 6
= / / / r3cos? @ dz dr db :/ / zr?’cos29‘g dr df
o Jo 0 o Jo

T 2a sin O T 5 2a sin 6
4 2 r 2
= r*cos” @ dr df = — cos“ 0
o Jo 0o D 0

™ 2 5 ™ 2 5
= / 3; sin® 0 cos? 6 d@z/ 3; sin9(1—00829)2cos29 db
0 0

1 5 5
32a 9 512a

= (1= dt =
/_1 5 ( ) 525

do

Ornek 17.8.2 Asaqrdan ¢ = p dik konisi ve yukaridan p = a kiires:

ile ssmrlandirilmas olan katy cismin hacmana bulunuz.
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Cozim:

V = / //psmgédpdéd@

= / /—smgbdgbd@—%/ —cos @y db
o a3
3

2
/ (1 —cosp) db = 7; (1 —cosp)

17.9 ALISTIRMALAR

1. Asagidaki ardigik integralleri hesaplayiniz.

1 x 2 4x—1
a) / / (x+2y—1) dy dz b) / / y dy dx
0 0 1 T
2 Y s T
c) / / X dx dy d) / / rsiny dy dr
1 Jo o Jo

2. Asagidaki aligtirmalarda verilen her integral igin 6nce ardigik
integralin alindigi bolgenin seklini ¢iziniz daha sonra integral

sirasini degistirerek integrali hesaplayiniz.

1 1
a) / / eVV dy dx b) / /\F V1+y? dy dx
0 Jz2 0 z

)/1/1 L iwd d)/ﬁ/ﬁ'zdd
C X S1n T
0 {"/ﬂ\/]-‘l‘lA Y 0 T Y Y
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