MT 221 GEOMETRILER
ARA SINAV ¢OZUM

OKLIDYEN OLMAYAN GEOMETRININ KISA TARIHI:

MO. 300 yillarinda Iskenderiye de yagayan Oklid (Euclid) in yazdig 13 ciltlik “Ogeler” adh
eserinin, birinci cildi diizlem geometrisi konusundadir. Bu kitap diinyada en ¢ok basilan
matematik kitabi olup yiizyillarca Avrupa da ders kitabi olarak kullamilmigtir. Bu ciltte, cogu
onceden bilinen ve bugiin ¢ogu ortaokul/lise kitaplarinda sozii gegen, 48 6nerme ispatlanmistir.
Fakat asil 6nemli olan, daha onceki matematikcilerden farkl olarak, Oklid in, bu ciltte (ve
diger ciltlerde) tanimlar ve kabullerini baglangicta belirtmesidir. Daha 6nce yazilan kitaplarda
bunlar bulunmaz. Bu kitapdaki (ve diger kitaplardaki) dogrulugu kabul edilen 6nermeler iki
kisma ayrilmigtir: (bugiin kullanilan adlar ile) (genel olan) Aksiyomlar ve (geometriye 6zel
olan) Postulatlar. Bu ciltte 23 tanim, 5 aksiyom, 5 postulat ve 48 6nerme bulunmaktadir
(baz1 gevirilerde bu sayilar farklhdir).

Postulatlar arasinda en c¢ok tartisilani besinci postulatdir. Bu postulat bazi kosullarda
dogrularin kesisecegi seklindedir. Oklid, bu postulati, ilk 28 énermenin ispatinda kullanmaz.
MS. 5. yiizyilda (Bizansli) Proclus adli bir filozof, Oklid in bu kitabr tizerine inceleme yazmig ve
bu postulatin egdeger ama daha basit bir sekilde ifade edilebilecegini ve bu ifadenin daha once
(daha ¢ok astronomi iizerinde yaptiklar: ile bilinen MS 2. yy da yagamig) Ptolemy tarafindan
da farkedildigini belirtmigtir. Bu esdeger sekline, daha sonralar1 18. yy da Oklid in geometrisi
{izerine bir kitap yazmg olan, Ingiliz matematikci Playfair in adiyla amlir ve bugiinki pek cok
kitapda Oklid in besinci postulat: yerine bu esdeger seklinin kullanilmaktadir. Proclus, ayrica
bu postulatin kabul edilmesine gerek olmadigini ve ispatlanabilecegini diigtinmiistiir. Ptolemy
nin de boyle diiginiip besginci postulatin bir ispatini yaptigini belirtmis ama ispatindaki hatay1
belirtmigtir.

Ptolemy ve Proclus un bu diigiincesi, sonraki 1600 yil boyunca pek cok matematikgi
tarafindan da paylagilmig ve (bilinen) yiizlerce iinlii veya iinsiiz matematikci Oklid in besinci
postulatini ispatlamaya caligmig, bazilar1 ispatladigini iddia etmistir. Fakat her birinin “ispat”
mdaki yanlighgi, bagka biri farketmistir. Bunlar arasinda, Ptolemy, Proclus, Al Haytam (Al-
hazen), Omer Hayyam, Nasreddin Al-Tusi, Wallis, Legendre, Farkas (baba) Bolyai, Lambert ve
Saccheri en {inliileridir. Lambert ve Saccheri bugiin bir kopyasini (internette) bulabildigimiz
kitaplarinda bu postulat: ispatladiklarini agikc¢a iddia etmektedirler.

Ispatladigim diigtinenlerin genellikle diigtiigii hata, dogru goriinen, ama ispati ancak besinci
postulati kullanarak yapilabilen, bagka bir 6nermeyi dogru kabul etmeleridir. Bu gibi 6nermelerin
kisa bir listesi:

1. Bir ii¢genin i¢ agilar1 toplami iki dik acidir.

2. Yondes acilar egittir.

3. Benzer ama es olmayan ti¢genler vardir.

4. Dikdortgenler vardir

5. Istendigi kadar biiyiik alana sahip ticgen cizilebilir.
6. Pisagor Teoremi

7. Kosiniis Teoremi

8. Dogrusal olmayan ii¢ noktadan bir cember gecer.
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Nihayet 1829 yilinda, Kazan Universitesinden N. Lobachevsky, tiniversitesinin gikardigi
(Tngilizce adi ile) Kazan Messenger dergisinde, Rusga yazilmig bir makalede, Oklid in besinci
postulatini saglamayan “hayali bir geometrinin” varhigini iddia edip bu geometride baz1 teo-
remler ispatladi. 1832 de (baba) F. Bolyai nin Matematik kitabmin ekinde (ogul) J. Bolyai,
latince, 26 sayfalik, baghgi “Uzayin Mutlak Geometrisi” olarak cevrilebilecek bir makale yazdi.
Kendisi de Matematik profesorii olan baba Bolyai, kitap basilmadan once, okul arkadas: olan,
Gauss a bir mektup yazip oglunun yazdiklar1 hakkinda fikrini sordu. Gauss, mektubunda,
(6zetle) yazdiklarimi dogrulugunu onayladi ama tiim bunlar1 kendisinin yillar 6énce buldugunu
ama yazmaya vakit bulamadigini belirtti. Bunlardan sonra éklidyen olmayan geometri daha
yaygin olarak bilinmeye bagladi. Fakat boyle bir geometrinin varligi konusunda stipheler vardi.
Yani Oklid in Besinci postulatinin tersini dogru kabul edersek bir celigki ortaya gikmayacagina
hala herkes ikna olmamisti. Daha sonra bulunan “Modeller” ile ancak bu siiphe ortadan
kaldirilabildi. Bu modellerden en basit olan ii¢ tanesi sunlardir:

e Beltrami-Klein (kisaca Klein) modeli
e Poincare Disk modeli
e Poincare Ust Yari Diizlem modeli

Klein modelinde noktalar kiimesi, (Oklid geometrisindeki) bir ¢emberin igindeki nokta-
lardir. Dogrular, bu cemberin (u¢ noktalar: olmayan) kirigleridir. Uzaklik ise (Oklid anlaminda)
uzakliklardan bir formiil ile hesaplanir.

Poincare Disk modelinde noktalar kiimesi, kompleks (karmagik) diizlemde, birim dairenin
noktalaridir. Dogrular ise ¢aplar ve birim ¢emberi dik kesen ¢emberlerin birim daire iginde
kalan yaylaridir (yine ug noktalar harig). Uzaklik formiilii ters hiperbolik tanjant fonksiyonunu
igerir.

Poincare Ust Yar1 Diizlem modelinde ise noktalar kiimesi, kompleks diizlemde reel (gercel)
eksenin yukarisinda kalan noktalardir. Dogrular ise (bu yar1 diizlemdeki) diigey (diiz) gizgiler
ve merkezi gercel eksende olan yarim ¢emberlerdir. Uzaklik formiilii, ters hiperbolik tanjant
veya daha basit olarak logaritma iceren bir ifadedir.



