Cebirsel Egrilerin Projektif Kapanisi

Projektif Geometrinin en ilging yonlerinden biri de bazi diizlem egrilerinin “asimptotik” olmasini giizel
bir gekilde ifade etmeye olanak vermesidir. Bazan asimptotik egriler i¢in kullanilan “sonsuzda kesisirler”
ifadesi projektif geometride gercekten de dogru olur.

Bu durumu paralel dogrulardan zaten biliyoruz. Projektif diizlemin tanimindan, (Oklid geometrisin-
deki) paralel dogrular (yeni ekledigimiz) “sonsuzdaki” bir noktada kesigiyorlar.

CEBIRSEL EGRILER (iki degiskenli bir polinomun bir sayiya esitlenmesi ile tanimlanan egri) igin
de sonsuzda uygun noktalar ekleyerek asimptot olmay1 “sonsuzda” kesisme sekline getirebiliriz. Bunun
i¢gin cebirsel bir egrinin denkleminde, yeni bir degisken ekleyerek yapilacak, kiigiik bir diizenleme yeterli
olacaktir. P(x,y) sabit olmayan bir polinom olmak {izere, egrinin denklemi P(z,y) = 0 olsun. Q(x,y, 2)
polinomu, P(z,y) polinomunun her bir terimini z nin uygun bir kuvveti ile garparak, HER TERIMI
P(z,y) nin derecesi ile aym derecede olacak sekilde olugturulan (HOMOJEN) polinom olsun (Daha
hizh tamm: Q(z,y,z) = 2FP(£,Y%), k = P(z,y)nin derecesi). Ornegin P(z,y) = 2%y — 2 + y i¢in
Q(x,y,z) = 2%y — 2%z + yz? olacaktir. Burada Q(z,y,1) = P(z,y) olduguna dikkat ediniz. Ayrica
Q(z,y,z) HOMOJEN bir polinomdur, yani, (k, Q(z,y, z) nun derecesi=P(x,y) nin derecesi olmak tizere)
her A € R i¢in Q(\x, \y, \2) = \*Q(z, y, 2) olur.

¢, P(x,y) = 0 denklemi ile tanimh diizlem egrisi olsun. R? yi (x,y) ile [z : y : 1] € RP? ile
ozdeglegtirerek RP? nin bir (6nceki notlardaki A olarak adlandirdigimiz) alt kiimesi olarak diigiinebilecegimiz
daha once de belirtilmigti. Bu nedenle (bu ézdeslestirme ile) € C RP? varsayabiliriz. (@ nun homojen
olmasindan dolayi, her a,b, ¢ € R ve her A # 0 i¢in)

Q(a,b,c) =0< Q(Aa, \b,\c) =0

oldugunu gozlemleyelim. Bu da bize, her [a : b : ¢] € RP? i¢in Q(a,b,c) = 0 olup olmamasmin noktanin
homojen koordinatlarindan bagimsiz oldugunu soyliiyor. Bu nedenle;

C={lr:y:2]| Qz,y,2) =0}
iyi tanimhidir ve (Q(x,y,1) = P(z,y) oldugu icin) € C € dir. Basit bir iglem ile, ¢ = €N {[z : y :

2] | z # 0} oldugu goriiliir. Yani, € deki yeni (ekstra) noktalarm hepsi “sonsuz”dadir. € kiimesine € nin
projektif kapamsi denir. (RP? de tanimlanabilen “dogal” bir topolojiye gore €, € nin topolojik anlamda
kapanigidir.)

Oncelikle, bu tamm bir dogruya uygulandiginda, daha énce (Oklid diizlemindeki) dogrulara “sonsuzda”
bir nokta ekleme iglemi ile ayni sonucu verdigini gosterelim. (Oklid koordinat diizleminde) £ : az + by + ¢ = 0

((a,b) # (0,0)) dogrusu olsun. P(z,y) = ax + by + c oldugundan, Q(z,y, z) = ax + by + cz olur ve

(={z:y:z]|ax+by+cz=0}={[w:y: 2] |ar+by+cz=0, z£0}U{[z:y:2]|ax +by+cz=0, =0}
=(U{[-b:a:0]}

olur. Bu da, £ nin, ¢ kiimesine (sonsuzdaki) [~b : a : 0] noktasinin eklenmesi ile olustugu, yani daha 6nce

(Oklid diizlemindeki) bir dogrudan Projektif Diizlemde bir dogru olusturulmasi ile £ den ¢ in elde edilisinin
ayni sey oldugunu gosteriyor.

Ornekler:

1. & 2* +y* — 1 = 0 esitligi ile tammlansin, bu durumda Q(z,y,2) = 2* + y* — 2 olur ve (R de)
Q(z,y,0) =0« = =y = 0 oldugu i¢in € = € olur.

2. ¢ y—a’= 0 esitligi ile tammlansin, bu durumda Q(z,y, 2) = yz—x? olur ve Q(z,9,0) =0 =0
oldugu i¢in € =€ U {[0: 1 : 0]} olur.

3. ¢ y* — 2% — 1 = 0 esitligi ile tammlansm, bu durumda Q(z,y, 2) = y* — 2% — 2% olur ve Q(x,y,0) =
0z ==2yolduguigin €=CU{[1:1:0],[-1:1:0]} olur.

4. €; 2®—xy?>—1 = 0 esitligi ile tanimlansin, bu durumda Q(z,y, 2) = 23 —xy® — 23 olur ve Q(x,y,0) =

0er=0Ve==xyolduguigin =€ U{[0:1:0],{1:1:0],[—1:1:0]} olur.
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Asimptotlar:

Asagida, ¢ dogrusu bir € cebirsel egrisinin bir asimptotu ise, ¢ ile € nin sonsuzda kesistigi, 6rneklerde
gosterilecektir.

1. € : 2y — 1 = 0 egitligi ile tanimlanan hiperboliin asimptotlart z ve y eksenleridir. Hiperboliin
kapanigt 2y — 22 = 0 esitligi ile tammmlanacag: igin € = ¢ U {[1 : 0 : 0,[0 : 1 : 0]} bulunur.
(1 = z-ekseni = {(z,9) : y = 0} icin /; = £, U{[0:1:0]} olup €Né = {[0:1:0]} olur.
Diger asimptot ise ¢, = y-ekseni = {(z,y) : * = 0} dogrusudur. ¢, = f, U {[1 : 0 : 0]} bulunur.
Nty ={[1:0:0]} olur.

2. €:y— 2% = 0 esitligi ile tammlanan paraboliin asimptotu yoktur ama y-ekseninin (ve tiim diigey
dogrularin) sonsuzdaki noktasi olan [0 : 1 : 0] noktasi € tlizerindedir. Yani egrinin asimptotu
olmayan bir dogru da, bu egriyi sonsuzda kesebilir.

3. € 23 —yx —y = 0 esitligi ile tammh egri, € : 2> — 2 + 1 —y = 0 esitligi ile tammh egri
olsun. Bu iki egrinin asimptotik oldugu analiz yontemleri ile goriiliir. €, homojen koordinatlari
13 — xyz — yz? = 0 denklemini saglayan noktalardir. Bu egrinin sonsuzdaki yegane noktasi (z = 0

yazarak bulunan) [0 : 1 : 0] noktasidir. €, homojen koordinatlar1 22 — xz + 2% — yz = 0 denklemini

saglayan noktalardir. Bu egrinin sonsuzdaki yegane noktasi (yine z = 0 yazarak bulunan) [0 : 1 : 0]

noktasidir. Dolayisiyla bu iki asiptotik egri de sonsuzda kesigmektedir.



