PROJEKTIF (Diizlem) GEOMETRI(Si):

Projektif geometri olugturmada amag, dig diinyanin goziimiize goriindigii gibi, per-
spektife uygun, paralel dogrularin “sonsuzda” kesistigi bir geometri olusturmaktadir.
Bu da, Oklid geometrisine yeni noktalar (bunlara sonsuzdaki noktalar denir) ekleyip,
dogru taniminda da kiiciik bir degisiklik yaparak basarilabilir. Bu geometrinin tam
bir aksiyom sistemini yazmaya caligmayacagiz. her aksiyom sisteminde; diizlemde iki
(farkl) noktadan tek bir dogru gegmesi ve (diizlemde) farkl iki dogrunun tek noktada
kesigmesi (temel) aksiyomlar: mutlaka bulunur. Genellikle, bu aksiyomlara, dejenere
durumlar1 6nlemek amaciyla, bir ka¢ aksiyom daha eklenir.

Projektif Geometrinin (nokta ve dogrularinin) Oklid Geometrisinden
(geometrik olarak) olusturulmasi:

Oklit geometrisinde paralel (aym1 diizlemde ama kesigmeyen) dogrular var oldugu i¢in,
diizlemin noktalarina, bu dogrularin kesisecegi yeni noktalar eklemek ve dogrularimiza
da bu noktalar1 katmak gerekir.
Oklid geometrisinde bir nokta secelim, bu noktadan gecen tiim dogrular1 diigtinelim.
Paralellik aksiyomundan (ona egdeger olan Playfair aksiyomu bu ige daha uygundur)
iki farkli nokta i¢in olugturacagimz bu kiimeler arasinda bire-bir (ve dogal) bir egleme
vardir (agagidaki sekle bakiniz). Bu nedenle nokta se¢iminin yapacagimiz iglemde bir
onemi yoktur.
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{A dan gegen dogrular} <> {B den gegen dogrular}
L=t (L] 2 ise)

Projektif (Diizlem) Geometri(si)nin noktalar:: Oklid geometrisinin noktalar: +
se¢tigimiz noktadan gegen her dogru igin yeni bir nokta (bu yeni noktalara “sonsuz-
daki” noktalar denir)

Projektif (Diizlem) Geometri(si)nin Dogrular: Oklid Geometrisindeki bir dogrunun
noktalarimin kiimesine, bu dogruya paralel, yukarida sectigimiz noktadan gegen (yegane)
dogru igin ekledigimiz (“sonsuzdaki”) noktadan olusan kiime + sonsuzdaki tiim nok-
talarm kiimesi (“sonsuzdaki dogru”).

Bu tammlarla iki temel aksiyomun saglandigr gosterilebilir.



Projektif Geometrinin (nokta ve dogrularinin) cebirsel olarak
olusturulmasi:

R gergel sayilar cismini gostermek tizere R*\{O} (O = O(0, 0, 0)) kiimesini diigiinelim.
(R3 bir vektor uzayr olarak diigiiniildiigiinde, O noktasi 0 vektoriidiir.) Bu kiime
iizerinde agagidaki bagintiy1 tanimlayalim:

(r,y,2) ~ (2, y, ) <= 2" =Xz, v = Ay, 2/ =Xz 0.gbir A € R\ {0} vardir.

Bu bagintinin bir denklik bagintisi oldugu kolayca gosterilir. Bu bagintiya gore denk-
lik siniflarinin kiimesini RP? (bazilar1 Py(R) veya P3 kullaniyor) ile gosterecegiz. Bu
kiimeye projektif diizlem, elemanlarima da (projektif diizlemin) noktas1 diyecegiz.

Projektif diizlemin noktalar ile R3 uzayindaki orijinden gecen dogrular arasinda
dogal bir esleme ([(a,b,c)] — {(a,b,c) ve O dan gegen dogru} eslemesi) vardir. Bu,
bize, RP? nin noktalar: ile R? iin 1-boyutlu alt vektor uzaylar1 arasinda 1-1 bir egleme
verir.

Biz, (a,b,¢) € R*\ {O} nin (yukardaki denklik bagntisima gore) denklik smifim
[a : b : c] semboli ile gosterecegiz. Gerektiginde, v € R? \ {O} nin denklik smifini,
kisaca, [v] ile gOsterecegiz. a,b, ¢ sayilara [a : b : ¢] noktasimnin “homojen koordinat-
lar1” denir.

Projektif Geometride Dogrular: V, R? (vektor uzayimin) 2-boyutlu bir alt uzay
olmak tzere:

(={[v] ;v eV, v#0} C RP?

seklindeki kiimeler de projektif geometrimizin dogrular: olacaktir.

(Bu tamma gore, projektif diizlemdeki dogrular ile, R? (3 boyutlu) vektor uzaymin
2-boyutlu alt uzaylar1 arasinda 1-1 bir egleme vardir.)

Bu tanimlar ile, projektif geometrinin iki (temel) aksiyomunun saglandig1 (biraz lineer
cebir kullanarak) kolayca gosterilir.

RP? de bir noktanin bir homojen koordinat1 “iyi tammli” degildir (denklik simifindan
secilen elemana baghdir), ama bir homojen koordinatin 0 olup olmamas1 “iyi tanimlidir”

(denklik simifindan segilen elemandan bagimsizdir). Bunu kullanarak, agagidaki ayrigim
elde edilir:

RP? = AUB ( ayrik birlesim ) A= {[z:y:2]:2#0}, B={[z:y:0]: (x,9) # (0,0)}

Agagidaki tartigmadan dolayi, B kiimesinin elemanlarini “sonsuzdaki” noktalar olarak
diigiiniirtiz.  Yukaridaki dogru tamimina gore, B kiimesi (V = {(x,y,z) : z = 0}
2-boyutlu alt uzaymma kargi gelen) dogrudur (bu nedenle, “sonsuzdaki dogru” olarak
adlandirilir).  Asagidaki teoremlerle bu kiimeler daha iyi anlagiir ve projektif ge-
ometrinin iki farkll (geometrik ve cebirsel) olugturma geklinin ashnda “aym” sonucu
verdigi gosterilebilir.

Teorem A: Yukarida tammladigimiz A kiimesi ile R? (koordinat diizlemi) nin noktalar
arasinda asagidaki 1-1 esleme vardir:

(w:y:2]€Aicin) [z:y: 2] (£,Y)  ((z,y) €eR?icin ) (z,y) > [z:y: 1]
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Teorem B: Yukarida tamimladigimiz B kiimesi ile R? (koordinat diizlemi) deki orijin-
den gecen dogrular arasinda asagidaki 1-1 esleme vardir:

[a:b:0] — —bxr+ay=0dogrusu az+ by =0 dogrusu — [—b:a:0]



Bu iki teorem, projektif diizlemi iki farkl (geometrik ve cebirsel) olugturma yénteminin,

ayni nokta kiimesini verdigini gosterir. Iki tammdaki noktalar1 bu sekilde 6zdeslestirdigimizde,
dogru tanimlarimin da “aym” oldugu da benzer sekilde gosterilebilir. (Daha acik sekilde:

bir tanimdaki dogrunun noktalar: bu eslemeler altinda diger tanima gore bir dogrunun
noktalarina eglesir.)

Koordinat diizlemindeki ax + by + ¢ = 0 ((a,b) # (0,0)) dogrusunun noktalar1, (RP?

de [z : y : 1] seklindeki noktalar ile eglecegi i¢in) V' = {(z,y,2) : ax + by + cz = 0}

alt uzayma karsi gelen dogrunun A iginde kalan noktalarina eslesecektir. V' nin
tanimladigr dogrunun “sonsuzdaki” biricik noktasi, [—b : a : 0] noktas: olacaktir ve bu

da ax 4 by = 0 dogrusuna karsilik olarak ekledigimiz sonsuzdaki nokta ile eglesecektir.

_Asagidaki (ispat: kolay) énermeler ileride kullanilacaktir.
Onerme: P = [u], Q = [v] projektif geometride iki nokta olsun. O zaman:

P # @ < {u,v} lineer bagimsizdir

Benzer gekilde
Onerme: P = [u|, @ = [v], R = [w] projektif geometride ii¢ nokta olsun. O zaman:

{P,Q, R} dogrusal degildir < {u,v,w} kiimesi lineer bagimsizdir
Ispat: Onermeye egdeger olan:
{P,Q, R} dogrusaldir < {u,v,w} kiimesi lineer bagimlhidir

tanimlardan kolayca ispatlanir.

Tanim: {P,Q, R} projektif geometride, dogrusal olmayan, ii¢ nokta ise bu kiimeye
bir iiggen deriz.

Bu tamm Oklid (ve hiperbolik) geometrisindeki tanimdan, en azindan noktalarin siral
olmayig1 bakimindan, farklidir. Bu farkin nedeni (siranin neden 6nemli olmadigi) bir
sonraki kisimdaki teoremlerden anlagilacaktir.

Projektif Doniigltimler

T : R> = R3 lineer ve tersinir bir déniisiim olsun. 7 : RP? — RP? doniisiimiinii,
T[v] = [Tv], (v # 0) olarak tamimlayalim. Burada T nin lineer olmasini, T nin iyi
tanimli oldugunu gostermek i¢in kullaniyoruz. Ayrica, T' nin tersinir olmasi 6zelligine
de gerek duyuyoruz (nicin?). T nin de tersinir oldugu, (7! in varhgimi kullanarak),
kolayca gosterilebilir. (Uyari: T} # T3 olup T, =T, olabilir.)

Bu sekildeki tanimlanan dontigiimlere projektif doniigiim deriz.

Teorem: Projektif doniigiimler, bir dogrunun noktalarimi (ayni veya bagka) bir dogrunun
noktalarina gonderir (kisaca “projektif dontigiimler dogrular: korur” deriz).
Ispatm 6zeti: Bir £ dogrusu, R? iin, (2-boyutlu) bir V alt uzayma kars: gelsin. Lineer
cebirden, T : R? — R3 lineer ve tersinir oldugundan, T'(V') de, R? iin 2-boyutlu bir alt
uzayidir. T nin, ¢ in noktalarmm 7(V') nin tamimladigi dogrunun noktalarma (1-1 ve
orten bir sekilde) gonderecegi gok kolay gosterilir.

Teorem: Projektif diizlemde P;, P, birbirinden farkl iki nokta ve @)1, ()> de bir-
birinden farkl iki nokta olsun. O zaman T(P) = Q;, T(P,) = Q. olacak sekilde
(en az) bir T projektif déniigiimii vardir.

Ispat: P, = [u], P, = [v], Q; = [/], Q2 = [¢/] olsun. Lineer cebirden, {u, v, w}, R?
tin bir baz1 ve {u/, v/, w’}, R? iin bir baz olacak sekilde bir w,w’ € R? vardir. Tu = o/,
Tv =, Tw = w' seklindeki (biricik) 7' : R® — R? lineer T' doniigiimii tersinirdir ve
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T istenen oOzeliktedir. Bu da bize, projektif doniigiimler tarafindan korunan (sabit
olmayan) bir uzaklik fonksiyonunun var olmadigim gosterir.

Tanim: (Projektif geometride tiggenlerin esligi) { Py, Ps, P3} ve {Q1, @2, @3} projek-
tif diizlemde iki iicgen olsun. Eger T(P)) = Q,, T(P,) = Qa, T(Ps) = Q3 olacak
sekilde tersinir (tekil olmayan) lineer bir 7' : R* — R? doniigiimii varsa { Py, Py, P3} ve
{Q1,Q2,Q3} tiggenleri estir (veya denktir) deriz.

Teorem: Projektif diizlem geometrisinde (daha genel olarak her projektif geometride)
tiim ticgenler estir.

Ispat: (Projektif Diizlem Geometrisi i¢in) P, = [v1], Py = [v3], Ps = [v3] olsun. Onermeden,
{v1,v2,v3} (R? 3-boyutlu vektor uzayimnda) lineer bagimsiz bir kiimedir, dolayisiyla R?
iin bir bazidir. @1 = [wy], Q2 = [ws], Q3 = [ws] olacak sekilde wy, wq, ws vektorleri
alalim. Lineer cebirden, Tv; = wy, Tvs = we, Tvs = ws olacak sekilde tek bir 7" : R? — R3
lineer dontigiimii vardir. Hipotezimizden ve énermeden, {wy, wsy, w3} kiimesi de lineer
bagimsizdir. Bu da, 7" nin tersinir olmasi i¢in yeterlidir.

Bu teoremden dolay1 da, (projektif doniisiimler tarafindan korunan) bir ac
olglimii ve (tiggenler igin)(sabit olmayan) alan var olamaz.

Teorem: Projektif diizlemde {P,, P», P;} dogrusal ve farkl ii¢ nokta olsun. O
zaman T(P)) = Py, T(P,) = Ps, T(P3) = P, olacak sekilde (en az) bir T projektif
dontisimi vardir.

Ispat: P, = [u], P, = [v], Ps = [w] (u,v,w # 0) olsun. Yukaridaki énermeden
(ve noktalarin farkl olusundan) w = au + bv olacak sekilde ({P;, P», Ps} farkh
oldugundan, her ikisi de sifirdan farkh) a,b € R vardir. {u,v,¢}, R® iin bir baz
olacak sekilde bir ¢t € R3 secelim. T : R® — R3 Tt = t, Tu = (=b)u, Tv = w
saglayan (biricik) lineer doniigiim olsun. {t,u,w}, R® i gerdigi igin T tersinirdir.

T(Py) = [Tu] = [(=b)u] = [u] = P, T(P) = [Tv] = [w] = P,

T(P3) = [Tw] = [T(au + bv)] = [aTu + bTv] = [a(—=b)u + b(au + bv)] = [V*v] = [v] = P,
olur.

Bu teorem, bize projektif geometride, (Oklid ve Hiperbolik geometrinin aksine) bir

dogru tizerinde noktalar siralayamacagimizi (arada olmak kavraminin var olmadigini,

daha dogrusu bir projektif dontigiimiin bu siralamay1 korumayabilecegini) gosterir.



