Fonksiyonel Analiz Problemleri 1

Agagidaki sorularda, aksi belirtilmedikge, R (veya C) {izerinde mutlak deger metrigi kullamlacaktir.
R? fizerinde : di((2,y), (') = |z — 2| + |y —¢|, do((2,9), (2, ¢)) = /(& — 2>+ (y —y)?,
dOO((xvy)7 (xlv y/)) = max{|x - J'J|7 |y - y/|}

Problemler

1. (X,d) bir metrik uzay ve ) #Y C X olsun. d': Y xY = R, d'(z,y) =d(x,y) olsun. (Y,d")

ikilisinin de bir metrik uzay oldugunu gosterin (d’: kisitlanmig metrik)

2. Rla,b] = {f|f : [a, ] — R, f, [a,b] araliginda (Riemann anlaminda) integrallenebilirdir} ol-
sun. d(f,g) f |f(x (z)| dz, Ra,b] iizerinde bir metrik midir? Iddiamz ispatlaymiz.

3. (Y,d) bir metrik uzay ve X # (), f: X — Y bir fonksiyon (doniigiim) olsun. d' : X x X :—

R, d'(xz,2") = d(f(x), f(z')) olarak tamimlayalim. Sunlar1 gdsteriniz:

(a) d', X iizerinde bir metrikdir <, f 1-1 dir.

(b) f 1-1lise, f:(X,d) — (Y,d) diizgiin streklidir.
4. * (X,d) bir metri.k uzay olsun. d'(x,y) = ler(d(:ch
metrik denktir. (Ipucu: iiggen egitsizligini gostermek icin f : [0,+00) — R, f(t) =

de, X tzerinde bir metrikdir ve bu iki

_t
T+t

fonksiyonunun artan oldugunu gosterip, bundan yararlaninz)
5. R? {izerindeki ii¢ metrigin (dy, do, ds) ikiger ikiger, birbirlerine denk olugunu gosterin.

6. R? {izerindeki ayrik metrigin diger ii¢ metrige (di, ds, ds) denk olmadigini gosterin. (Bun-

lardan birine denk olmadigini géstermek yeterlidir. Neden?)

7. (X, d) bir metrik uzay, ) # A, B C X olsun. D(A) : A nin ¢apimi gostermek tizere, agagidakileri

gosterin:
(a) d(A) =0 < A nm tek bir eleman1 vardir.
(b) A ve B smurh ise AU B de siirhdir.

(c) D(AUB) < D(A) + D(B) her zaman dogru mudur?

(d) AnNB # 0 ise D(AU B) < D(A) + D(B) oldugunu gosterin.

8. R? {izerindeki ii¢ metrik (dy, da, dw) i¢in de D(B((a,b),r) = 2r) oldugunu gosterin.

9. Cla, b] tizerindeki integral ile tanimh metrik i¢in de (Vf € Cla,b] ve Vi > 0icin) D(B(f,r) = 2r)

oldugunu gosterin.

10. R tizerindeki d(z,y) = H‘?I;glyl metrigi i¢cin D(R) = 1 oldugunu gosterin.
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* R tizerindeki d(z,y) = 1J|f|;3|y‘ metrigi ile mutlak deger metriginin denk metrikler oldugunu

gosterin.

(X, d) bir metrik uzay, d'(z,y) = 11(;6(%) metrigi ile d metriginin denk metrikler oldugunu

gosterin.

X = Cl0,2], fo |f(x (x)|deveT: X - R, Tf= fo x) dz (integralin simirlarina

dikkat) olsun. T nin dizgin surekh oldugunu gosteriniz.

X =CI0,1],d: supmetrigiveT : X - R, Tf = fo ? dz olsun. T nin siirekli oldugunu

ama diizgin siirekli olmadigini gosteriniz.

(X, d) bir metrik uzay ve a € X olsun. f(z) = d(x,a) seklinde tanimh f : X — R fonksiy-

onunun (diizgiin) stirekli oldugunu gosterin.

(X, d) bir metrik uzay olsun. d : X xX — R fonksiyonunun (X x X uzaymda, d((z, 2'), (y,v')) =
max{d(z,x’),d(y,y’)} metrigi kullamldiginda) siirekli oldugunu gosterin.

X =CY0,1] ={f|f:[0,1] = R, f siirekli tiirevlenebilirdir. },

d(f,g9) = SUPo<z<1 |f(x) —g(z )‘ + Sup0<gc<1 |f'(z) — g'(z)| ve
Y =C[0,1], d(f,g) = fo |f(z (x)] dx olsun.

T:X-=Y, T(f)= % =f donugumunun diizgiin siirekli oldugunu gosteriniz.

(Ama X iizerinde sup metrigi kullanmildiginda siirekli olmuyor.)

* (X, d) bir metrik uzay ve ) # A C X olsun. f(z) = d(z, A) = inf{d(z,a) : a € A} seklinde

tamml f : X — R fonksiyonunun (diizgiin) siirekli oldugunu gosterin.
X # 0, d ayrik metrik olsun. Asagidakileri gosterin:

(a) (x,) bir Cauchy dizisidir <  (x,,) dizisinin sabit bir kuyrugu vardir.
(b) (x,) yakmsaktir &  (z,,) dizisinin sabit bir kuyrugu vardir.

(¢) (X,d) bir tam metrik uzaydir.
(X,d), (Y,d) iki metrik uzay ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Agagidakileri gosterin:
(a) (x,) yakinsak bir dizi ve f siirekli ise (f(z,)) de yakimsak bir dizidir (ve lim f(z,) =
f(lim x,,) olur).
(b) f diizgiin stirekli ve (z,,) bir Cauchy dizisi ise (f(x,)) dizisinin de bir Cauchy dizisi
oldugunu gosteriniz.
(¢) ** (x,) bir Cauchy dizisi ve f siirekli ama (f(z,)) bir Cauchy dizisi olmayacak sekilde
(X,d), (Y,d") metrik uzaylar1, (z,) dizisi ve f doniigimii bulunuz.
(d) * Eger her yakinsak (z,) dizisi i¢in (f(z,)) de yakinsak bir dizi oluyorsa, f nin siirekli

oldugunu gosteriniz.



21. (X, dy), (Y,ds) iki metrik uzay olsun. (X xY') iizerinde maks veya toplam veya d((z,y), (z’,y)) =

Vdi((x,2)? + da(y,y')? metriklerinden biri olsun. (z,), X uzaymda, (y,), ¥ uzaymda birer

dizi olsun. Asagidakileri gosterin:

(a) ((X xY,d) uzaymmda) ((zn,yn)) dizisi yakinsaktir < (x,,) ve (y,) dizilerinin her ikisi de
yakinsaktir.

(b) ((X xY,d) uzaymda) ((z,,y,)) dizisi bir Cauchy dizisidir < (z,,) ve (y,) dizilerinin her
ikisi de Cauchy dizisidir.

22. (X,d) bir metrik uzay ve ) # A C X olsun. (d(x,A) = inf{d(z,a) : a € A} olmak iizere)

Asagidakileri gosterin:

(a) Vo € X igin:
d(z,A) =0 < limx, =z ve Vn € N i¢gin z,, € A olacak sekilde bir (x,,) dizisi vardir.

(b) A kapali ve z ¢ A ise Va € A i¢in d(x,a) > € olacak sekilde bir € > 0 sayis1 vardir.
(¢) A kapalhdir & Vo € X i¢in (d(z,A) =0=z € A)

23. X =R? d((z,y), («,v)) = max{|z — 2/|, |y —¢/|} 2z, = (£,1+27")olsun.
(a) limz, = (0, 1) oldugunu gosterin.
(b) Yukaridaki érnegi, R? deki Oklid metrigi icin gésterin.

24. (X, d) bir metrik uzay ve (z,), uzaymda bir dizi ve z € X olsun. Asagidakiler egsdegerdir:
(a) d(zp,z) = 0 (R de)
(b) limzx, ==

25. (X, d) bir metrik uzay, (x,), X de smirl bir dizi ve (Vn € Ni¢in) D,, = sup{d(z, zn) : k,m >
n} (dizinin bir kuyrugunun goériintii kiimesinin gapi) olsun. O zaman asagidaki 6nermelerin

esdeger oldugunu gosteriniz:
(a) (Rde) D, —0
(b) (x,) bir Cauchy dizisidir.

26. (Bir metrik uzayda) Yakinsak bir dizinin simirli oldugunu, dogrudan (Cauchy dizisi kavrami

kullanmadan) gosteriniz.
27. (X,d) bir metrik uzay, ) #Y C X olsun. Kisitlanmig metrigi de d ile gosterelim.
(a) (z,,),Y de bir Cauchy dizisi ise (z,,), X de bir Cauchy dizisidir.

(b) ¥Yn € N* icin 2, € Y ve (x,), X de bir Cauchy dizisi ise (x,),Y de bir Cauchy dizisidir.

(¢) (z,),Y de yakinsak bir dizi ise (z,), X de yakinsak bir dizidir (ve limiti de ayn1 noktadir).



28.

29.

30.

31.

32.

33.

(d) VYn € Nt igin x, € Y ve (x,), X de yakinsak bir dizi ve limz,, € Y ise (x,),Y de yakinsak
bir dizidir (ve limiti de ayni noktadir).

(e) Vn € NT igin z,, € Y ve (x,), X de yakinsak bir dizi ve limz, ¢ Y ise (Y, d) tam metrik
uzay degildir.

(X, d) bir metrik uzay olsun. Asagidakileri gosterin:

(a) Yakinsak bir dizinin her alt dizisi de yakinsaktir ve ayni limite sahiptir.

(b) (Kuyruk teoremi) k € N olsun. limz, =z < limz, =z

(c¢) Bir Cauchy dizinin her alt dizisi de bir Cauchy dizisidir.

(d) Bir Cauchy dizinin bir alt dizisi yakinsak ise o (asil) dizi de yakinsaktir (ve ayni limite

sahiptir).

) # X ve d ve d, X iizerinde iki metrik olsun. kq, ks iki pozitif sabit ve Vz,y € X icin
kid(z,y) < d(x,y) < kod(z,y) saglansin. (NOT: baz1 matematikgiler, bu kosulu d ve d’ denk
metrik olmasi tanimi olarak kabul eder.) Asagidakileri gosterin:

(a) d ve d' (aymi topolojiyi tamimlamalar: anlaminda) denk metriklerdir.

(b) d' metrigine gore her yakinsak dizi, d’ metrigine gore de yakinsaktir ve ayni limite sahiptir.

¢) d metrigine gore her yakinsak dizi, d metrigine gore de yakinsaktir ve ayni limite sahiptir.

)
)
()
(d) d metrigine gore her Cauchy dizisi, d’ metrigine gére de bir Cauchy dizisidir.
(e) d’ metrigine gore her Cauchy dizisi, d metrigine gore de bir Cauchy dizisidir.
(f)

)

f) (X, d) metrik uzay1 tamdir < (X, d’) metrik uzay: tamdir.

(g) d ve d' (aym topolojiyi tanimlamalar1 anlaminda) denk metrikler olugunda, bu esitsizligi

saglayan ki, ko sabitleri var olmak zorunda degildir.

(h) R? {izerindeki ti¢ metrik (dy, do, ds) igin de (ikiger ikiger) boyle (ky, k2) sabitleri bulun.

(X,d), (Y,d) iki metrik uzay ve f : (X,d) — (Y, d’) diizgiin siirekli bir dontigiim olsun. Eger
(X, d) bir tam metrik uzay ise f(X), Y nin kapali bir alt kiimesidir.

(X,d) bir tam metrik uzay ve () # A C X olsun. Agagidakinin dogrulugunu gosterin:
(A, d") (kisitlanmig metrik) bir tam metrik uzadir <, A, X in kapal alt kiimesidir.

X =Cla,b] (a,b € R,a <b), d(f,9) = [ |f(x) — g(x)| dz ve ¥n € N* icin

fa(z) =2®+ £, f(z) = 2% olsun. lim f,, = f oldugunu gosterin.

(X,d), (Y,d) iki metrik uzay T': X — Y bir doniigiim ve bir ¢ > 0 gergel sayis1 i¢in Vz, 2’ € X

icin d'(Tx, Tz") < qd(x,2’) olsun. T nin diizgiin stirekli oldugunu gésterin.
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(X, dy) ve (Y, ds) iki metrik uzay olsun. Eger her iki uzay da tam metrik uzay ise,
d((z,y), (@',y)) = di(x,2") + da(y,y') metrigi olmak iizere, (X X Y,d) metrik uzay1 da tam

metrik uzaydir.

Yukaridaki iddianin, X x Y iizerindeki d'((x,y), (¢, ")) = max{d,(x,2’), d2(y,y') } ve
d((z,y), (@, y) = /(di(z,2'))® + (da(y, y'))? metrikleri i¢in de dogru oldugunu gosterin.

0, 0<z<1-1
C[0,2], d:sup metrigi olsun. Vn € N* i¢in f,(2) = ¢nzx —n+1, 1— 1 <z <1 fonksiyonlar
1 1<x<2

Y

olsun. (f,) dizisinin bir Cauchy dizisi olmadigin gosterin.

(X, d) bir tam metrik uzay ve ) #Y € X kapal bir alt uzay olsun. (Y, d) (kisitlanmig metrik)
uzaymin da bir tam metrik uzay oldugunu gosterin. Y kapal degilse (Y, d) uzaymin tam metrik

uzay olmadigini gosteriniz.

A, R de bir aralik, f : A — A tiirevlenebilen bir fonksiyon olsun.
Eger, bir 0 < ¢ < 1 sayisi i¢in, Vo € A igin |f'(z)| < ¢ oluyor ise f nin bir sikigtirma doniigiimii
oldugunu gosterin. (Biraz zor bir soru) Boyle bir ¢ sayis1 yoksa, f nin sikigtirma doéntigiim

olmadig1 sonucuna varabilir miyiz?



