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MT 408 Fonksiyonel Analiz Ara Sinav Coéziimler

X = Clab), d(f.9) = |[(f(@) - g(a)) dal.
f(x), [a,b] araliginda integrali 0 olan, 0 dan farkli bir fonksiyon olsun (6rnegin: f(z) = 2z — (a + b) ya
da f(z) =2 — 1(a+b) vs.). g(z) =0 (sabit 0 fonksiyonu) olsun. d(f,g) = f;(f(x) —g(z)) dz| = 0 olur,

ama f # g oldugu i¢in, metrik tamimindaki ilk kogul(un bir kismi) saglanmiyor. O nedenle, d, X tizerinde

bir metrik degildir.

X = Cla,b], d(f,g) = sup{||f(@)] ~ g(@)]| s 0 <@ < b}.

fl@) =2 (Vx € [a,b]) ve g(x) = —x (Vz € [a,b]) (yada f#0, g=—f olsun.) d(f,g) =0 olur, ama f # g
oldugu i¢in, metrik tanmimindaki ilk kogul(un bir kismi) saglanmiyor. O nedenle, d, X iizerinde bir metrik
degildir.

X = [a b] ¢ [a,b] araliginda Riemann (anlaminda) integrallenebilen fonksiyonlar kiimesi, d(f,g) =
Ji 1£(@) = g(=)| da.
1 z=a
flx) = ve g = 0 (sabit 0 fonksiyonu) olsun. d(f,g) f |f(z (z)| dz = 0 olur, ama
0 a<z<b

f # g oldugu igin, metrik tanimindaki ilk kosul(un bir kismi) saglanmiyor. O nedenle, d, X iizerinde bir
metrik degildir.

X =Y = Cla,b], d:sup metrigi, d":integral metrigi olsun.
T : (X,d) - (Y,d'), Tf = 3f2+ f olsun. T nin fo(xr) = 23 noktasinda siirekli oldugunu gésterin.
Va € [a,b], icin | fo(z)| < K = (max{|al, |b]})* olur.

b
d(TS.Tfy) = / (B3/2(2) + (x)) — (Bf2() + fola))] da

b
/|3 ) + fo( ))+1||f(x)—fo(x)ldl”§/(3|f(~’v)+fo(x)|+1)|f(z)—fo(x)ldx

olur. § <1 kabul edelim. O zaman, d(f, fo) < § oldugunda,
Vo € [a,8], icin [£(@) — fow)] < 6 ve |F(2) + fo@) < 1£(x) — fole)| +2folw)] < 6+ 2K < 2K + 1 olur,

Bunun sonucunda,

d'(Tf,Tfo) = / 3(f(z) + fo(x)) + 1[f(z) — fo(z)|dz < (6K +4)6(b— a)

olur. (6 <1 e ek olarak) (6K + 4)§(b — a) < ¢ olacak sekilde se¢gmeye galigalim.

1) S Inin{l, m
Bu durumda, d(f, fo) < § oldugunda, yukarida gosterildigi gibi, d'(T'f, T fy) < € olur.

} secersek her iki kogulumuz da saglanir.

X =Y =Cla,b], d:sup metrigi, d":integral metrigi olsun.

T :(X,d) — (Y,d), Vz € [a,b] icin Tf(x) = f(z) olsun. T nin fo(x) = 23 noktasinda siirekli oldugunu
gosterin.

YV € [a,b], icin |z| < K = max{|al, |b|}, |f(z) — fo(z)| < 6 olur.

b
d'(Tf,Tfo) :/ |z f(z) — zfo(z)| do

b
- / 2] 1£(z) — folz)| de

< Ké(b—a)

olur. O zaman, d(f, fo) < § oldugunda,

b
(T, Tfo) = / 2]1£(2) - fo(x)|dx < K6(b - a)



olur. K§(b— a) < e olacak sekilde se¢meye caligalim.

0< =R

Bunun durumda, d(f, fo) < d oldugunda, d'(Tf,T fo) < € oldugu, yukarida gosterilmistir.

segelim.

(0, fo dan bagimsiz oldugu igin aslinda, T nin diizgiin stirekli oldugu da gosterildi.)
X =Y = Cla,b], d:sup metrigi, d":integral metrigi olsun.

T:(X,d) = (Y,d), Vz € [a,b] i¢in Tf(z) = 2f(x) + x olsun.

d(f,g) < ¢ oldugunda, Vz € [a,b] i¢in |f(z) — g(x)| < 6 olur.

b b
JU@%:/\@ﬂ@+x%%%@0+@hmz2/Iﬂm—gwﬂm

<20(b—a)

olur. § < 30 —ay Sesilirse, f,g € X ve d(f,g) < 0 oldugunda, d' (T f,Tg) < € oldugu, yukarida gosterilmistir.

X = Cla,b], d :sup metrigi olmak iizere, Vn € N¥,Vx € [a,b] igin f,(z) = %2 + 2z olsun. Bu dizinin bir
Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

Bir € > 0 say1s1 verilsin.

(Vn>m > K igin d(f,, fm) < € olacak sekilde bir K € N bulmaliy1z.)

Once sunu not edelim: M = max{|al, [b|} olsun. Vz € [a, ] igin |z| < M (ve bir z i¢in esit) olur.

n >m > K oldugunda,

A(fn; fm) = sup{[fn(2) = fin(2)| s 0 <2 < b}

:sup{%fﬁ ra <z <b}=sup{|z?||L - L|:a<z<b}
— A2 (1 1 M? - M?
=M (5 —3) < <%

olur. K = {MzJ +1= {MJ + 1 segersek, M72 < € olur ve

n >m > K oldugunda d(f,, fm) < &

oldugu yukarida gosterilmis olur.

X = Cla,b], d sup metrigi olmak fizere, Vn € N*,Vz € [a,b] i¢in fn(z) = x + £ olsun. Bu dizinin bir
Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

Bir € > 0 says: verilsin.

(Vn >m > K icin d(f,, fm) < € olacak gekilde bir K € N bulmaliy1z.)

Once sunu not edelim: M = max{|al, |b|} olsun. Vz € [a,b] icin |z| < M (ve bir z icin esit) olur.

n >m > K oldugunda,

d(fn7fm) = Sup{|fn(x) - fm(m)| ra<lw< b}
=sup{|Z - Z|:a<z<b}=sup{la||i—-L|:a<a<b}

<
- m
—M(L-1) <M<

m n
olur. K= || +1= LMJ + 1 segersek, 22 < ¢ olur ve
n >m > K oldugunda d(f,, fm) < €

oldugu yukarida gosterilmis olur.

X = Cla,b], d:integral metrigi olmak iizere, Vn € NT,Vz € [a,b] i¢in f,(2) = 2? — £ — 1 olsun. Bu dizinin
bir Cauchy dizisi oldugunu gosterelim.

Bir € > 0 sayis1 verilsin.



(Vn>m > K igin d(f,, fm) < € olacak sekilde bir K € N bulmaliyiz.)
Once sunu not edelim: M = max{|al, [b|} olsun. Vz € [a, ] igin |z| < M (ve bir z i¢in esit) olur.
n >m > K oldugunda,

b x

(332—*—1)—(.732—%—1) dx

A(fr fin) /|fn ()] da =

e ol

<M(b )(m_l)<M(b a)< ?{a)

n

o @

olur. K = {WJ +1= LMJ + 1 secersek, w < ¢ olur ve
n >m > K oldugunda d(f,, fm) <€

oldugu yukarida gosterilmis olur.

X =10,1], d: (kisitlanmig) mutlak deger metrigi,

f:X = X, Vo € [0,1]i¢in f(z) = sinz olsun. f nin bir sikigtirma dontigiimii oldugunu varsayalim.

. . ’
SINTr—sSIin T

= olur. Limit

Bir 0 < ¢ < 1veVz € [0,1] i¢in |sinz — sinz’| < ¢la — 2'| olur. (x # 2’ i¢in)

. . ’
SIN r—SIin T

= < g olur. |f(2")] = |cosz’| ve ', 0 a yeterince

teoremlerinden, Vz' € [0, 1] i¢in [f(2')[ = lim

yakin secildiginde cos 2’ > ¢ olur. Bu geli@gi{?,middiamn dogrulugunu ispatlar.

X =10,1], d: (kisitlanmig) mutlak deger metrigi,

f:X =X, Veel0,1]i¢in f(z) =1—cosz olsun. f/'(z) =sinz ve Vz € (0,1) icin |f'(z)] <sinl=¢ < 1

olur. Ortalama Deger Teoreminden, Vz, 2’ € [0,1] igin |f(z) — f(2')] = sinclz — 2’| olacak sekilde bir
€ (0,1) vardir. Bu nedenle, d(f(z), f(z')) = |sinz —sina’| < sinl|z — /| = sinld(z,2") olur. Bu da,

(0 < g =sinl < 1 oldugu i¢in) f nin bir sikigtirma doniigtimi oldugunu gosterir.

X = C[0,1], d : sup metrigi ve T : X — X, (Vo € [0,1] i¢in ) Tf(z) = Laf(z) olsun. Vf,g € X i¢in

d(Tf,Tg) = sup |jaf(z) - j2g(z)| = 5 sup |z]|f(z) — g(x)| < 5 sup |f(z) - g(z)| = 3d(f.g) olur.

0<a<1 0<a<1 <1

Bu da, T nin bir sikigtirma doniigtimii oldugunu gosterir.

su
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