ARALARINDA ASAL SAYILARIN EN KUCUK ORTAK KATI

Onerme: a,b € Z* ve (a,b) = 1 ise [a,b] = ab olur.
Ispat: [a,b] = min{c € Zt : a | ¢ ve b | ¢} oldugundan ab bu kiimeye ait oldugundan [a,b] < ab olur.
Bolme Algoritmasindan

ab = [a,blg+7r, 0<r<]a,b

olacak sekilde ¢, 7 € Z sayilar1 vardir. r > 0 olsayd, bu esitlikten, r € {c € Z% :a|cveb|c}olurdu, bu
ise [a,b] = min{c € Z* : a | c ve b | ¢} olmasi ile geligir. Oyleyse r = 0 olmali, dolayisiyla (bir ¢ € Z igin)

ab = [a,blg

olur. a,b,[a,b] € ZT oldugundan g > 0 olacaktir. ¢ = 1 oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ > 1 oldugunu
varsayalim. O zaman bir p asal sayis1 igin p | ¢ olur. p | ab oldugundan p | a veya p | b den biri dogru
(ve (a,b) = 1 oldugundan digeri yanhs) olur. p | @ durumunu ele alalim. o zaman p | [a,b] olacaktir.
a = pay, [a,b] = ps; olsun. ab = ¢|a,b] esitliginde p ler kisaltilarak a;b = ¢s; bulunur. Yine p | aib
ve p { b oldugundan p | a; ve bunun sonucunda p? | a bulunur. Dolayisiyla p? | [a,b] elde edilir. p? ler
kisaltilip aymi iglem tekrarlamirsa p® | a, p* | a,--- seklinde devam edilebilir. Dolayisiyla her n € Z7T icin
p" | a sonucuna varilir. Fakat yeteri kadar biiyiik bir n (* 6rnegin n = a) igin p™ > a olacagindan bu
imkansizdir. p | b durumu da ayni nedenle celigkiye yol agar. Oyleyse ¢ > 1 olamaz, ¢ = 1 yani [a,b] = ab
dogru olmak zorundadir.
(*: Her n € Z* igin 2" > n oldugu Tiimevarimla kolayca gosterilir. Bu nedenle p® > 2% > q olur)



