Cok Degiskenli Fonksiyonlarda Diferansiyellenebilme i¢in bir YETER Kosul

Cok degigkenli fonksiyonlar icin diferansiyellenebilme soyle tanimlanir:

f, bir (ay,as,...,a,) noktast merkezli bir yuvarda tanimh (n degigkenli) bir fonksiyon olsun.
Eger baz1 A; (i = 1,2,...,n) sayilar ve " lim G; =0 (i=1,2,...,n) olacak gekilde

(n degiskenli) G; (i = 1,2,...n) fonksiyonlar i¢in
flai+hi, astho, ... an+hy) = flar,as, ... a0)+y o Aihi+Y i hiGi(ha, ..., hy) oluyor ise f fonksiyonu
(ay,as,...,a,) noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Bu tanimdaki kogulun saglandigini gostermek genellikle uzun ve zor bir islemdir. Cok degiskenli fonksiy-
onlarin diferansiyellenebilir oldugunu gostermek icin genellikle asagidaki teoremden yararlanilir.

Teorem: n degigkenli bir f fonksiyonu, bir (aq,as,...,a,) noktasi merkezli bir yuvarda taniml, bu
yuvarin her noktasinda (tiim degiskenlere gore) kismi tiirevlere sahip ve bu kismi tiirevler (aq, as, ..., ay)
noktasinda siirekli ise f, (ai,as,...,a,) noktasinda diferansiyellenebilirdir.

Bu teoremi n = 2 durumu i¢in ispatlayacagiz. n > 2 iken de ispat benzerdir. n = 1 icin boyle bir teoreme
gerek yoktur, (bir degigkenli) tiirevlenebilen her fonksiyon diferansiyellenebilirdir.

ispatlmlzda, yazma kolayligi bakimindan, aq, as yerine a, b; Aq, Ay yerine A, B; hy, ho yerine h, k kul-
lanacagiz. Bu semboller ile 2 degiskenli bir f fonksiyonu igin bir (a,b) noktasinda diferansiyellebilme
tanimi su hale gelir:

f, bir (a,b) noktas: merkezli bir dairede tanimli, iki degigkenli bir fonksiyon olsun.

Eger bir ¢ift A, B sayilar1 ve " kl)in%o ) Gi(h,k) = 0 (i = 1,2) olacak gekilde (2 degiskenli) G; (i = 1,2)
b ﬁ K

fonksiyonlari igin (her h, k igin)
fla+h,b+ k) = f(a,b) + Ah + Bk + hG1(h, k) + kGs(h, k)
oluyor ise, f fonksiyonu (a, b) noktasinda diferansiyellenebilirdir denir.

Ispat: f (z,y) fonksiyonu (a, b) merkezli r yarigapli (r > 0) yarigapl bir dairede tanimli ve bu dairenin
her noktasinda hem z hem y degiskenine gore kismi tiirevlere sahip ve % ve g—g fonksiyonlar1 (a, b) nok-
tasinda siirekli olsunlar. h? + k? < r? olacak sekilde h, k sayilar1 alalm. Bu durumda, (a,b), (a + h,b) ve
(a + h,b+ k) noktalar1 ve bu noktalar: birlegtiren dogru pargalari da aymi dairenin iginde kalir.

g1(z) = f(x,b) olarak tammlayalim. ¢(x) = g—i(x, b) oldugu tanmmlarimdan asikardir.

Bir degiskenli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoreminden, g;(a + h) — g1(a) = hg/(c) olacak sekilde,
(h # 0 ise a ile a + h arasinda, h = 0 ise ¢ = a) bir ¢ sayis1 vardir.
(¢ sayist h ye baghdir ve |c¢ — a| < |h| dir.)

92(y) = fla+h,y) olsun. Oncekine benzer sekilde g (y) = g—g
Yine bir degigkenli fonksiyonlar i¢in Ortalama Deger Teoreminden, gs(b+k)—g2(b) = kg (d) olacak sekilde,
(k # 0 ise bile b+ k arasinda, k = 0 ise d = b) bir d sayis1 vardir.

(d sayisi, h ve k ya baghdir ve |d — b| < |k| dir.)

(a+ h,y) oldugu tanimlarindan agikardir.

A= g—i(a,b), B = g—i(a,b) olmak iizere:

fla+h,b+k)— f(a,b) = (fla+ h,b+k)— f(a+ h,b))+ (f(a+ h,b) — f(a,b))
= (g2(b+ k) — g2(b)) + (g1(a + h) — gi(a)) = hg;(c) + kgy(d)

) )
- ha—i(c, b) + kﬁ—]yt(a%—h,d)

0 )
—hA+kB+h (a—i(c,b) —A) +k (a—i(a—l—h,d) —B)



olur. Gy(h,k) = %(c, b) — A ve Gy(h, k) = g—g(a + h,d) — B olarak tanimlayalim.
Yukaridaki esitlikten (h? + k? < r? olacak sekilde her h, k igin):
fla+h,b+ k)= f(a,b) + Ah + Bk + hG1(h, k) + kGo(h, k) olur.
%, (@, b) merkezli bir dairede tanimh ve (a, b) noktasinda siirekli oldugundan,
(le — a| < |h| oldugunu kullanarak)
lim % 9 A olur. Béylece:
(h,k)lgz )aw(c ,b) = 25(a,b) = A olur. Béylece
: of s
lim Gi(h,k)= lim —(c,b) —A) =A—-—A=0 elde edilir.
(h,k)—(0,0) (h.k)—(0,0) \ Ox
g—?’;, (@, b) merkezli bir dairede taniml ve (a, b) noktasinda siirekli oldugundan,
(|d — b| < |k| oldugunu kullanarak)
lim L (a+h,d) = FL(a,b) = B olur. Boylece:

(h,k)—(0, O)

lim Gy(h,k)= lim <8f( + h,d) — B) =B —- B =0 elde edilir.
(h,k)—(0,0) (hok)— Jy

Boylece, f fonksiyonunun, (a,b) noktasinda diferansiyellenme tanmmini sagladigi gosterilmis olur.



