Abel in, Kuvvet Serilerinin Yakinsaklik
Aralhigimmin Uc¢ Noktalarinda davranisi ile ilgili bir
teoreminin ispatai:

Bu ispat, Matematik Diinyasi Dergisinin 2013 yili 1. sayisimn (MD Say1 94) 36-37. sayfalarinda
Tosun Terzioglu nun yazisinda bulunabilir. ( O yazida ve baz kitaplarda, bizim kullandigimiz
lim, ,,— yerine lim,4, kulaniliyor)

Teorem:

Yakinsaklik yarigapt 0 < r < oo olan bir kuvvet serisinin toplami g(z) = Y  a,z™ olsun. Eger

Y e anr™ yakinsak bir seri ise:

lim g(z) = Z anr"
n=0

T—r—
olur.
ispat:
Once r = 1 ozel durumunda ve (her z € (—1,1) icin) f(z) = 2% a,2" iken esitligi ispat-
layalim. Daha sonra genel durum kolayca elde edilecektir. Y >° @, serisinin yakinsak oldugunu
varsaylyoruz.

k> 1igin t, = 2220 a, tanmimini yapalm. a, =t, — ¢, esitliginden

k k k-1
E a,r" = ag + E (tn — ta1)z™ = ag + apr” — agr — E to (T — 2™)
n=0 n=1 n=1

to = ap alarak daha sonra

o

k k—1 -1
Z ane™ = (1 — x)ag + apr® — Ztn(x”H —r") =g+ (1—2)) t,a"
n=1

n=0
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o

o0 n

elde ederiz. (—1,1) arahgmdaki her z i¢in limaiz*® = 0 oldugundan f(z) = (1 —xz) oo tye

sonucuna variriz. Simdi ¢ = > ja, olsun. Geometrik seri toplam formiiliinden, —1 < z < 1
icin, t Y7 x" = t&= buluruz. Boylece f(z) —t = (1 —x) 3" (t, — t)2" saglamr. Herhangi bir
m € N, (m > 1) verildiginde, yukaridaki seriyi iki pargaya ayirip,

m—1 (%s)
f(z) —t] < |1 -] (Z [t — 2]+ Y [t — t||:c|”>
n=0 n=m

esitsizligine ulaginz. Ama limt, =t ve dolayisiyla bir ¢ > 0 sayis1 verildiginde m € N, (m > 1)
sayisini, her n > m icin |t, — t| < § olacak sekilde segelim. Oyleyse

m—1 oo
f@) —t < —a (Z ta =tz + S |x|")

n=0 n=m

elde ettik. Amacimiz, z — 17 iken limiti bulmak oldugundan sadece (0,1) araligini gézontine
alalim. Sagdaki ikinci terimde geometrik seri toplam formiiliinii kullanirsak

S b e
T = —_=
— l—jz| 1—-2 1—=x




elde ederiz. Ayrica her z € (0,1) ve her n > 0, (n € N) i¢in |2|® < 1 olur. Demek ki elimizde

|flz) —t| < (1—2) (Z\t ty+ 1) 1—3:Zyt—t|+—

var. Simdi 6 = £ (320 |t — t])f1 olsun. 1 —0 <z <1igin 1—2 < olur ve

saglanir. Oyleyse

olur.
Genel durum (g(z) = >0 a,z" ve kuvvet serisinin yakinsaklik yarigap1 0 < r < cove Y r"z"

yakinsak iken)
1) = glra) = 3 aura”
n=0

yazalim.

lim g(x) = lim f(x) oldugu, limit tanmim ile kolayca gosterilebilir (veya kitabimizdaki Limitler
=TT r—1—

icin Degisken Degisikligi Teoreminden elde edilir).

Daha 6nce kanitladigimiz 6zel hal bize

lim g(z) = lim f(x Zan

T—r— r—1—

verir.

Bu durumu, kolayca, herhangi merkezli kuvvet serilerine genellestirebiliriz:

Teorem:

Yakinsaklik yarigapr 0 < r < oo olan bir kuvvet serisinin toplami g(z) = >~ a,(x — a)™ olsun.
Eger >  a,r™ yakimsak bir seri ise:

lim g(z) Zan

r—a+r—

olur. (Ispat1 zor degil.)



