e’, (s € Q\ {0}) nin irrasyonel oldugunun ispati
(“Kitap’tan Deliller”, Istanbul Bilgi Universitesi Yaymlar / Matematik ve Bilgisayar Dizisi)

Ispatta kullanmak {izere agagidaki fonksiyonu tanimlayalm:
(1l —ax)"

n € N olmak tizere f,(x) = — olsun. Bu polinomun su ozellikleri kolayca gosterilir:
n!

1. Her z € (0,1) i¢in 0 < f,(z) < = olur.
2. k> 2nicin f®(z) =0ve 0 <k <nicn £7(0)=0
3. Her k > 0 icin £7(0) ve f{¥(1) tamsayidur.

Teorem: ¢*, (s € Q\ {0}) irrasyoneldir.
Ispat: Her s € N igin €® nin irrasyonel oldugunu gostermek yeterlidir (Nigin?)

e = ¢ (a,b € N) oldugunu varsayalim. n! > as?**!

tammlanan fonksiyon olmak iizere)

olacak sekilde segelim ve (f, yukarida

Fx) = s fu(z) — s fi () + "2l (2) £ 4o 4 [P0 () (1)

olarak tanimlayalim. Bundan sonra f, yerine kisaca f yazacagiz.
k> 2n icin f*)(z) = 0 oldugundan

F(z) = s f(z) = 7 /(@) + 82 f (@) £ 4= )8 B (a) (2)
k=0
olarak yazilabilir. Bu esitlikten

F'(z) = —sF(x) + s f(2)
elde edilir. Bu egitlikten

% (e F(2)) = se* F(x) + e F'(x) = s*" e f(x)

Diferansiyel—integral Hesabin Temel Teoreminden
1
b/ s e f(2) de = b (e F(2))|; = aF (1) — bF(0)
0

elde edilir. Bu sayiya N diyelim. f nin 6zellikleri ve F' nin tanimindan N bir tamsayidir. Diger

taraftan
a2t

1
1
0<N= b/ s¥ e () do < bs* et — = <1 (3)
0

n! n!

olur. Bu ise, N nin bir tamsay1 olmasi ile celigir.

Sonug: Her s € Q, s >0, s # 1 i¢in In s irrasyoneldir.
Ispat siz yapiniz!



