TERS FONKSIYONUN SUREKLILIGI ILE ILGILI BIR TEOREM

Ters Fonksiyonun Tiirevlenebilmesi Teoreminin ispatinda gerek duyulan
“Ters Fonksiyonun Siirekliligi Teoremi” nin ispati, 1. simif Analiz derslerinde
sozl edilmeyen bazi kavramlarin kullanilmasini gerektirir ve bu nedenle, is-
pat1 genellikle 1. simiflar igin yazilan Analiz kitaplarinda bulunmaz. Onun
yerine, ispati 1. simif Analiz dersi teknikleri ile yapilabilen, agagidaki (daha
zayif) teorem kullanilabilir.

Teorem: f, bir a sayisim igeren bir I agik arahiginda siirekli, f'(a) # 0 olan
ve bire-bir (1-1) bir fonksiyon ve b = f(a) olsun. O zaman f~! fonksiyonu b
sayisinda stireklidir.

Ispat: Once su gozlemi yapahm

(Limit tamminda, e = | f’(a)| alnarak) a y1 iceren (ve I iginde kalan) bir Iy

[L@=0@] > 4] (a)] olur.

agik araligindaki (a digindaki) her z icin

Aynen i¢ ekstremum teoreminin ispatindaki gibi, f fonksiyonu /; arahiginda
f(a) dan hem daha biiyiik hem de daha kii¢iik degerlere ulagir. Bu 6zellik ve
Ara Deger Teoremi nedeniyle, f fonksiyonu, I; araliginda, f(a) y1 igeren bir
Ji acik arahigindaki tiim gercel degerleri alir. Dolayisiyla f~1 fonksiyonu b yi
iceren J; agik araliginda tanmmmhdir. (J; agik aralik ve b € J; oldugundan)
(b — b0, b+ ) C Jy olacak sekilde bir g pozitif sayis1 bulabiliriz.

€ > 0 sayis1 verilsin.

§ saysim, 0 < § < 8y ve § < 1| f(a)|e olacak sekilde segelim.

0 < |y—>5 <dolsun. y € J; oldugundan x = f~!(y) € I, ve x # a olur.
Buradan: 1

|f(x) = f(a)] > =|f'(a)||z — a] elde edilir.

r= f"y), a= f~1(b) olugundan

y-tl _ 5 _Hf@k
@l 5@~ 5lf(a)]
elde edilir (y = b iken de |f~(y) — f~1(b)| = 0 < € olur).
Boylece f~! fonksiyonunun b de siirekli oldugu gosterilmis olur.
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Benzer sekilde, ters fonksiyonun, (aralik agik olmadigi zaman) araliga ait ug
noktalarda da (tek tarafli) siirekli olugu ispatlanabilir.



