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1. (a) lim
x→+∞

ex

x
limitinde

∞
∞ belirsizli§i var.

L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar (pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n

türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor. lim
x→+∞

ex

1
= +∞

1
= +∞ olur. L'Hospital in Kural�n-

dan, lim
x→+∞

ex

x
= +∞ olur.

lim
x→−∞

ex

x
= 0

−∞ = 0 olur. y = 0 do§rusu (x-ekseni) biri
ik yatay asimptottur.

lim
x→0+

xex

=
0
1
= 0 ve her x > 0 için

ex

x
> 0 oldu§u için, bizim tan�m�m�za göre,

lim
x→0+

ex

x
= +∞ olur. Bu nedenle f, 0 da bir dü³ey asimptota sahiptir. Di§er noktalarda

sürekli oldu§u için ba³ka dü³ey asimptota sahip olamaz.

f ′(x) = (x−1)ex

x2 olup, x = 1 biri
ik kritik noktad�r (fonksiyon 0 da tan�ms�zd�r.).

x 0 1
f ′(x) − || − | +

(f) Artan-azalan ց || ց | ր
f, 1 de sürekli oldu§u için, 1. Türev testinden, x = 1 de bir yerel minimuma sahiptir.

Ba³ka yerel ekstremum yoktur.

f ′′(x) = (x2−2x+2)ex

x3 olup 0 d�³�nda tan�ml� ve süreklidir, hiç bir zaman 0 de§erine

ula³maz. Bu nedenle, büküm noktas� olamaz (f ′′(x) sürekli fonksiyon oldu§u için,

Ara De§er Teoreminden, sade
e 0 de§erini ald�§�nda veya tan�ms�z oldu§unda i³aret

de§i³tirebilir. f ′′(x), 0 da i³aret de§i³tirir ama, orada f tan�ms�z oldu§u için büküm

noktas� var olamaz.)

(b) lim
x→+∞

x

lnx
limitinde

∞
∞ belirsizli§i var.

L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar (pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n

türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor. lim
x→+∞

1
1

x

= lim
x→+∞

x = +∞ olur. L'Hospital in

Kural�ndan, lim
x→+∞

x

ln x
= +∞ olur. Fonksiyon −∞ �yak�n�nda" tan�ml� de§ildir. Yatay

asimtot yoktur

lim
x→1+

lnx
x

= 0
1
= 0 ve her x > 1 için

x
lnx

> 0 oldu§u için, bizim tan�m�m�za göre,

lim
x→1+

x
lnx

= +∞ olur. Bu nedenle f, 1 da bir dü³ey asimptota sahiptir.

lim
x→0+

x
lnx

= 0
−∞ = 0 olur.

Di§er noktalarda (x > 0, x 6= 1 için sürekli, x < 0 için tek tara�� limit ön ko³ulu

sa§lanmad�§� için) ba³ka dü³ey asimptota sahip olamaz.

f ′(x) =
ln x− 1

(ln x)2
=

ln x− 1

ln2 x
olup x = e biri
ik kritik say�d�r.

x 0 1 e

f ′(x) || − || − | +
(f) Artan-azalan || ց || ց | ր

f, e de sürekli oldu§u için, 1. Türev testinden, e de bir yerel minimuma sahiptir. Ba³ka

yerel ekstremum yoktur.
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f ′′(x) = 2−lnx
ln3 x

Büküm noktas� aday�: x = e2

x 0 1 e2

f ′′(x) || − || + | −
(f) Bükeylik || ⌢ || ⌣ | ⌢

f, e2 de türevlenebildi§i için te§ete sahiptir, e2 de bir büküm noktas�na sahiptir.

(
) (Bizim kulland�§�m�z tan�ma göre) lim
x→0+

x2 ln x = lim
t→+∞

− ln t
t2

olur ve bu limitte

∞
∞ belir-

sizli§i vard�r. L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar (pay ve paydan�n türevlenebilmesi

ve paydan�n türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor. lim
t→+∞

− 1

t

2t
= lim

t→+∞
−1
2t2

= −1
+∞ = 0.

L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar (pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n

türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor. L'Hospital Kural�ndan,

lim
x→0+

x2 lnx = lim
t→+∞

ln t
t2

= 0 olur. 0 da dü³ey asimptot yoktur. Pozitif say�larda

fonksiyon süreklidir, negatif say�larda tek tara�� limit ön ko³ulu sa§lanmaz, dü³ey asim-

tot yoktur. lim
x→+∞

x2 ln x = (+∞)(+∞) = +∞ oldu§unda yatay asimptot yoktur. (−∞
de limit ön ko³ulu sa§lanmaz) x > 0 için f ′(x) = x(1+2 lnx) oldu§undan, biri
ik kritik

say�:e−1/2
d�r.

x 0 e−1/2

f ′(x) || − | +
(f) Artan-azalan || ց | ր

f, e−1/2
de sürekli oldu§undan, 1. Türev testinden, e−1/2

de yerel minimum vard�r.

x > 0 için f ′′(x) = 3+2 lnx oldu§undan, biri
ik büküm noktas� aday�: e−3/2 = 1√
e3

d�r.

x 0 e−3/2

f ′(x) || − | +
Bükeylik || ⌢ | ⌣

f, e−3/2
de türevlenebildi§inden, te§eti vard�r. f, e−3/2

de bir büküm noktas�na sahiptir.

2. (a)

1

2

h− 2

r

h

Koninin taban yar�çap� r, yüksekli§i h olsun.

Koninin ha
mi minimum yap�la
ak.

Koninin ha
mi V = π
3
r2h

Benzer üçgenlerden:

h
h−2

= r
1

V = π
3

h3

(h−2)2
minimum yap�la
ak.

h > 2 olmak zorunda.

f(h) = π
3

h3

(h−2)2
, (2,+∞) aral�§�nda minimum yap�la
ak.

f ′(h) = π(h3−6h2)
3(h−2)3

Kritik say�lar: h = 0, 6 sade
e 6 ∈ (2,+∞)

x 2 6
f ′(x) | + | −

(f) Artan-azalan | ց | ր

f, 6 da sürekli oldu§u için, 1. türev testinden, 6 da, (2,+∞) aral�§�ndaki minimum

de§erine eri³ir. r = 3
2
bulunur.
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(b)

P

−1

Q(x, y)

R(x,−y)

−3

3

−2

2

y

x+ 1

Üçgenin sa§ üst kö³esi Q(x, y) olsun. Koninin taban yar�çap� r = y,

yüksekli§i h = x+ 1 olur.

Koninin ha
mi maksimum yap�la
ak.

Koninin ha
mi V = π
3
r2h = π

3
y2(x+ 1)

Q noktas� elips üzerinde oldu§u için: y2 = 36−4x2

9

V = 4π
27
(9−x2)(x+1) = 4π

27
(9+9x−x2−x3) maksimum yap�la
ak.

−1 < x < 3 olmak zorunda.

(Q kö³esinin P nin solunda (x < −1) olma durumun hiç gözönüne almad�k. Siz, niçin

o durumda, koninin ha
minin en büyük olamaya
a§�n� bulmaya çal�³�n. Benzer mant�k

ile, hiç bir hesap yapmadan en büyük koninin x ≥ 0 için olu³a
a§� da görülebilir.)

f(x) = 4π
27
(9 + 9x− x2 − x3), (−1, 3) aral�§�nda maksimum yap�la
ak.

f ′(x) = 4π
27
(9− 2x− 3x2) Kritik say�lar: x = −1±2

√
7

3

(2 <
√
7 < 3 oldu§u için) sade
e

−1+2
√
7

3
∈ (−1, 3)

x −1 −1+2
√
7

3
3

f ′(x) | + | −
(f) Artan-azalan | ր | ց

f, −1+2
√
7

3
da sürekli oldu§u için, 1. türev testinden,

−1+2
√
7

3
da, (−1, 3) aral�§�ndaki

maksimum de§erine eri³ir.

x = −1+2
√
7

3
için y =

√
208+16

√
7

9
bulunur.

Üçgenin di§er kö³eleri: Q(−1+2
√
7

3
,

√
208+16

√
7

9
), R(−1+2

√
7

3
,−

√
208+16

√
7

9
) olur.

(
)

5

√

5

y = 5− x2

Q(x, y)
P

1

Parabolün üzerindeki bir nokta Q(x, y) olsun.
|PQ| uzunlu§u minimum yap�la
ak.

|PQ| =
√

x2 + (y − 1)2

Q noktas� elips üzerinde oldu§u için: y = 5− x2

|PQ| =
√
x4 − 7x2 + 16 minimum yap�la
ak.

0 ≤ x ≤
√
5 ola
a§� soruda belirtilmi³.

f(x) =
√
x4 − 7x2 + 16, [0,

√
5] aral�§�nda minimum yap�la
ak.

[0,
√
5] aral�§� kapal� ve s�n�rl� ve f(x) bu aral�kda sürekli oldu§u için, Maksimum-

minimum Teoreminden, bu aral�kta maksimum ve minimum de§erlerine ya uç nokta-

larda ya da içte bir kritik say�da eri³ir.

f ′(x) = 2x3−7x√
x4−7x2+16

= x(2x2−7)√
x4−7x2+16

Kritik say�lar: x = 0,±
√

7
2
bulunur.

Bu aral�kta, iç noktalardaki, kritik say�:

√

7
2
.

f(0) = 4, f(
√
5) =

√
6, f(

√

7
2
) =

√
15
2

√
15
2

<
√
6 < 4 oldu§u için, (x =

√

7
2
için y = 3

2
olur) Q(

√
15
2
, 3
2
) noktas�, bu parabolün

I. çeyrekteki parças� üzerinde, P (0, 1) e en yak�n noktas�d�r.

3



3. (a) lim
x→0

sinh x− Arcsin x

sin x−Arctan x
limitinde

0
0
belirsizli§i var. L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar

(pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor.

lim
x→0

cosh x− 1√
1−x2

cosx− 1
1+x2

limitinde de

0
0
belirsizli§i var. L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar

(pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor.

sinh x− x

(1−x2)
3
2

− sin x+ x
(1+x2)2

=

sinhx
x

− 1

(1−x2)
3
2

− sinx
x

+ 2
(1+x2)2

ve lim
x→0

sinhx
x

= sinh′ 0 = cosh 0 = 1, lim
x→0

sinx
x

= 1 olu³undan, Limit Teoreminden,

lim
x→0

sinhx
x

− 1

(1−x2)
3
2

sinx
x

+ 1
(1+x2)2

= 1−1
−1+2

= 0 bulunur.

(2 kez) L'Hospital in kural�ndan, lim
x→0

sinh x−Arcsin x

sinx− Arctan x
= 0 olur.

(b) lim
x→0

sinh xArcsin x

1− cosx
limitinde

0
0
belirsizli§i var. L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar

(pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor.

lim
x→0

cosh xArcsin x+ sinh x 1√
1−x2

sin x
limitinde de

0
0
belirsizli§i var.

cosh xArcsin x+ sinh x 1√
1−x2

sin x
=

cosh xArcsinx
x

+ sinhx
x

1√
1−x2

sinx
x

ve lim
x→0

cosh x = 1, lim
x→0

Arcsinx
x

= Arcsin′ 0 = 1, lim
x→0

sinhx
x

= cosh 0 = 1, lim
x→0

1√
1−x2

=

1, lim
x→0

sinx
x

= 1 oldu§undan,

Limit Teoreminden,

lim
x→0

cosh xArcsin x+ sinh x 1√
1−x2

sin x
= lim

x→0

cosh xArcsinx
x

+ sinhx
x

1√
1−x2

sinx
x

= 1·1+1·1
1

= 2 olur.

(2 kez) L'Hospital in kural�ndan,

lim
x→0

sinh xArcsin x

1− cosx
= 2 olur

(
) lim
x→0

(cos x)
1

sinh2 x
limitinde 1∞ belirsizli§i var.

ln
(

(cosx)
1

sinh2 x

)

=
ln(cosx)

sinh2 x
olur.

lim
x→0

ln(cosx)

sinh2 x
limitinde

0
0
belirsizli§i var. L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar (pay ve

paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor.

− sinx
cos x

2 sinh x cosh x
=

− sinx
x

2 sinhx
x

cosh x cos x
olur.
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lim
x→0

sinx
x

= 1, lim
x→0

sinhx
x

= cosh 0 = 1, lim
x→0

cosx = 1, lim
x→0

cosh x = 1 oldu§undan,

Limit Teoreminden, lim
x→0

− sinx
x

2 sinhx
x

cosh x cosx
= −1

2
olur.

L'Hospital in Kural�ndan, lim
x→0

ln(cosx)

sinh2 x
= −1

2
olur.

(cosx)
1

sinh2 x = exp

(

ln(cos x)

sinh2 x

)

ve exp fonksiyonu

−1
2
de sürekli oldu§undan, Bile³kenin

Limiti Teoreminden,

lim
x→0

(cosx)
1

sinh2 x = lim
x→0

exp

(

ln(cos x)

sinh2 x

)

= exp(−1
2
) = e−

1

2 =
1√
e

olur.

(d) lim
x→0

(

1 + sinh2 x
)

1

sin2 x
limitinde 1∞ belirsizli§i var.

ln
(

(

1 + sinh2 x
)

1

sin2 x

)

=
ln
(

1 + sinh2 x
)

sin2 x
olur.

lim
x→0

ln
(

1 + sinh2 x
)

sin2 x
limitinde

0
0
belirsizli§i var. L'Hospital in kural� için di§er ko³ullar

(pay ve paydan�n türevlenebilmesi ve paydan�n türevini 0 olmamas�) da sa§lan�yor.

2 sinhx cosh x
1+sinh2 x

2 sin x cosx
=

sinhx
x

cosh x
sinx
x

cos x
olur.

lim
x→0

sinx
x

= 1, lim
x→0

sinhx
x

= cosh 0 = 1, lim
x→0

cosx = 1, lim
x→0

cosh x = 1 oldu§undan,

Limit Teoreminden, lim
x→0

2 sinhx cosh x
1+sinh2 x

2 sinx cos x
= 1 olur.

L'Hospital in Kural�ndan, lim
x→0

ln
(

1 + sinh2 x
)

sin2 x
= 1 olur.

(

1 + sinh2 x
)

1

sin2 x = exp

(

ln
(

1 + sinh2 x
)

sin2 x

)

ve exp fonksiyonu 1 de sürekli oldu§undan,

Bile³kenin Limiti Teoreminden,

lim
x→0

(

1 + sinh2 x
)

1

sin2 x = lim
x→0

exp

(

ln
(

1 + sinh2 x
)

sin2 x

)

= exp

(

lim
x→0

ln
(

1 + sinh2 x
)

sin2 x

)

= exp(1) = e

olur.
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4. (a) f(x) =
√
x, b = 3

4
, a = 1 alal�m.

f , bu iki say�y� da içine alan (0,+∞) aral�§�nda sonsuz kez türevlenebilirdir.

f ′(x) = 1
2
x− 1

2 , f ′′(x) = −1
4
x− 3

2 , f ′′′(x) = 3
8
x− 5

2
olur.

f(a) = 1, f ′(a) = 1
2
, f ′′(a) = −1

4
, f ′′′(a) = 3

8
olur.

P3(x) = 1 + 1
2
(x− 1)− 1

8
(x− 1)2 + 1

16
(x− 1)3 olur. Kalanl� Taylor Teoreminden,

√

3
4
= f(b) = P3(

3
4
) +R3 olur.

√

3
4
≈ P3

(

3
4

)

= 1− 1
23

− 1
27

− 1
210

olur.

Kalanl� Taylor Teoreminden,

Hata= |R3| =
∣

∣

∣

∣

f ′′′′(c)

4!
(b− a)4

∣

∣

∣

∣

=
|f ′′′′(c)|
28 4!

ola
ak ³ekilde bir c ∈ (3
4
, 1) say�s� vard�r.

f ′′′′(x) = −15
16
x− 7

2
oldu§undan,

f ′′′′(c) = − 15

16c
7
2

olup,

3
4
< c < 1 oldu§u için (basitçe) c

7

2 >
(

3
4

)
7

2 >
(

1
4

)
7

2 = 1
27

ve bunun

sonu
u olarak,

√

3
4
≈ 1− 1

23
− 1

27
− 1

210
yakla³�k e³itli§inde, Hata< 5

28
olur.

(Asl�nda,

(

3
4

)
7

2 > 1
3
oldu§u için, Hata<

15
215

dir.)

n = 4 için, Hata|R4| =
∣

∣

∣

∣

f (5)(c)

5!
(b− a)5

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣f (5)(c)
∣

∣

2105!
ola
ak ³ekilde bir

3
4
< c < 1 say�s�

var olurdu.

f (5)(x) = 105
32
x− 9

2 , f (5)(c) = 105

25c
9
2

,

3
4
< c < 1 oldu§u için c

9

2 >
(

3
4

)
9

2 >
(

1
4

)
9

2 = 1
29

ve

√

3
4
≈ P4(

3
4
) yakla³�k e³itli§inde, Hata<

105 · 29
252105!

=
7

29
olurdu.

(Asl�nda,

(

3
4

)
9

2 > 1
4
oldu§u için, Hata<

7

216
d�r.)

(b) f(x) = 3
√
x, b = 4

3
, a = 1 alal�m.

f , bu iki say�y� da içine alan (0,+∞) aral�§�nda sonsuz kez türevlenebilirdir.

f ′(x) = 1
3
x− 2

3 , f ′′(x) = −2
9
x− 5

3
olur.

f(a) = 1, f ′(a) = 1
3
, f ′′(a) = −1

9
olur.

P2(x) = 1 + 1
3
(x− 1)− 1

9
(x− 1)2 olur. Kalanl� Taylor Teoreminden,

3

√

4
3
= f(b) = P2(

4
3
) +R2 olur.

3

√

4
3
≈ P2

(

4
3

)

= 1 + 1
32

− 1
34

olur.

Kalanl� Taylor Teoreminden,

Hata= |R2| =
∣

∣

∣

∣

f ′′′(c)

3!
(b− a)3

∣

∣

∣

∣

=
|f ′′′(c)|
2 · 34 ola
ak ³ekilde bir c ∈ (1, 4

3
) say�s� vard�r.

f ′′′(x) = 10
27
x− 8

3
oldu§undan,

f ′′′(c) = 10

33c
8
3

olup,

4
3
> c > 1 oldu§u için c

8

3 > 1 ve bunun sonu
u olarak,

3

√

4
3
≈ 1 + 1

32
− 1

34
yakla³�k e³itli§inde, Hata< 5

37
olur.

n = 3 için, Hata= |R3| =
∣

∣

∣

∣

f (4)(c)

4!
(b− a)4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣f (4)(c)
∣

∣

8 · 35 ola
ak ³ekilde bir

4
3
> c > 1

say�s� var olurdu.
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f (4)(x) = −80
81
x− 11

3 , f (4)(c) = − 80

34c
11
3

,
∣

∣f (4)(c)
∣

∣ = 80

34c
11
3

,

4
3
> c > 1 oldu§u için c

11

3 > 1 ve

3

√

4
3
≈ P3(

4
3
) yakla³�k e³itli§inde, Hata<

80

8 · 39 =
10

39
olurdu.

(
) f(x) = 4
√
x, b = 5

4
, a = 1 alal�m.

f , bu iki say�y� da içine alan (0,+∞) aral�§�nda sonsuz kez türevlenebilirdir.

f ′(x) = 1
4
x− 3

4 , f ′′(x) = − 3
16
x− 7

4
olur.

f(a) = 1, f ′(a) = 1
4
, f ′′(a) = − 3

16
olur.

P2(x) = 1 + 1
4
(x− 1)− 3

32
(x− 1)2 olur. Kalanl� Taylor Teoreminden,

4

√

5
4
= f(b) = P2(

5
4
) +R2 olur.

4

√

5
4
≈ P2

(

5
4

)

= 1 + 1
24

− 3
29

olur.

Kalanl� Taylor Teoreminden,

Hata= |R2| =
∣

∣

∣

∣

f ′′′(c)

3!
(b− a)3

∣

∣

∣

∣

=
|f ′′′(c)|
3 · 27 ola
ak ³ekilde bir c ∈ (1, 5

4
) say�s� vard�r.

f ′′′(x) = 21
64
x− 11

4
oldu§undan,

f ′′′(c) = 21

26c
11
4

olup,

5
4
> c > 1 oldu§u için c

11

4 > 1 ve bunun sonu
u olarak,

4

√

5
4
≈ 1 + 1

24
− 3

29
yakla³�k e³itli§inde, Hata< 7

213
olur.

n = 3 için, Hata= |R3| =
∣

∣

∣

∣

f (4)(c)

4!
(b− a)4

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣f (4)(c)
∣

∣

3 · 211
ola
ak ³ekilde bir

4
3
> c > 1 say�s� var olurdu.

f (4)(x) = −21
44
x− 15

4 , f (4)(c) = − 21

28c
15
4

,
∣

∣f (4)(c)
∣

∣ = 21

28c
15
4

,

4
3
> c > 1 oldu§u için c

15

4 > 1 ve

4

√

5
4
≈ P3(

5
4
) yakla³�k e³itli§inde, Hata<

21

3 · 28 · 211 =
7

219
olurdu.

7


